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AVVERTENZA. 



Fra i tanti trattati di Trigonometria, che sono stati 
pubblicati in questi ultimi anni , ha acquistato merita- 
mente grandissima fama quello del signor G. A. Serret. 
Onde abbiamo stimato opportuno recare quest’opera nel 
nostro idioma, poiché ci è sembrato che per la chia- 
rezza dell’esposizione, per l’ordine e per l’abbondanza 
delle materie , niun’ altra fosse meglio di questa adattata 
a servir di testo per lo studio della Trigonometria. 

L’ originale francese è stato da noi conservato nella 
sua integrità, e soltanto abbiamo riunito in un’Appen- 
dice quei paragrafi che dall’Autore stesso erano stati 
indicati come meno importanti. Inoltre abbiamo assai 
aumentato il numero degli esercizi alla fine di ciascun 
libro, e aggiunto nel corso dell’opera varie note desti- 
nate a schiarire o a sviluppare maggiormente il testo ; 
finalmente l’ Appendice è stata da noi ampliata con 
alcune note sulle tavole di Lalande, sul poligono rego- 
lare di 17 lati, sulla risoluzione delle equazioni di secon- 
do e terzo grado per mezzo delle tavole, sulle relazioni 
fra le funzioni circolari e le funzioni esponenziali, e sulle 
funzioni iperboliche, di cui ora si fanno non poche appli- 
cazioni nelle parti superiori delle Matematiche. 

Speriamo che , con tali modificazioni ed aggiunte, 
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il libro sia per riuscire utile, ed accetto ai giovani che si 
applicano agli studi matematici; tanto più che non ab- 
biamo risparmiato cure per giungere a quella corre- 
zione tipografica, che è di tanta importanza nelle opere 
le quali , come questa , sono specialmente destinate al- 
l’ insegnamento. 
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ELEMENTI DELLA TEORIA DELIE EVEZIONI 
CIRCOLARI. 

>- v .'»v. . „| |» 




DEFINIZIONI E NOZIONI PRELIMINARI. 

Delle funzioni. — Misura delle lunghezze.— Degli archi di circolo.— 
Del seno. — Delta tangente. — Dell»» secante. — Del coseno, 
della cotangente e della cosecante. — Riduzione degli archi al 
primo quadrante. — Espressioni degli archi che corrispondono 
ad una data linea trigonometrica. — Delle funzioni circolari in- 
verse. — Relazioni fra le linee trigonometriche di un medesimo 
arco. 



Delle funzioni. 

v * 

1. Due grandezze variabili si dicono funzioni Puna 
dell’ altra, allorché ad ogni valore dell’ una corrisponde 
un valore determinato dell’ altra. Per es. la circonfe- 
renza e l’area di un circolo sono funzioni del raggio, e 
reciprocamente il raggio è funzione della circonferenza 
o della superficie. 

La Trigonometria è fondata sulla teoria di alcune 
funzioni, che nascono dalla considerazione del circolo e 
che per tal motivo si chiamano funzioni circolari. Comin- 
ccremo perciò dall’ esporre gli elementi di questa teoria. 

t 
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Della misura delle lunghezze 

2. Sia 0 ( fig . 1) un punto fisso sopra una linea 
qualunque indefinita, e supponiamo che a partire da que- 
sto punto 0 si prendano sopra x' x diverse lunghezze 
OA, OA', OA" ec. Riferendo queste lunghezze ad una 
medesima unità, esse saranno rappresentate da numeri, 
c per indicare da qual parte dei punto O sono situa- 
te, stabiliremo di dare a questi numeri il segno -+- o il 
segno — , secondo che le lunghezze di cui essi esprimono 
la misura sono prese in un senso o nell* altro. Le lun- 
ghezze portate in un senso (preso a piacere) saranno 
perciò rappresentate da numeri positivi , e le altre da nu- 
meri negativi; anzi per brevità, impiegheremo talvolta 
le espressioni lunghezze positive e negative, per indicare 
le lunghezze rappresentate da numeri positivi e negativi. 

Si supponga, ad esempio, che nella fìg. 1 il senso 
delle lunghezze positive sia quello di Ox, e che i punti 
A, A', A"... siano rispettivamente situati a 7, 9, 6 metri 
dal punto O; le lunghezze OA, OA', OA", saranno rap- 
presentate rispettivamente da -+-7, -t-9, — 6. Se dun- 
que a è il numero positivo o negativo, che rappresenta 
una lunghezza contata sopra x' x a partire dal punto 0, 
il numero di unità contenute in questa lunghezza sarà 
4 - a o — a, secondo che a sarà un numero positivo o 
negativo. 

3. Per esprimere questo principio in modo più ge- 
nerale, s’immagini che un punto mobile parta da O, 
e si muova ora in un senso, ora nell’ altro sulla linea 
xx': le diverse parti di questa linea descritte dal punto 
mobile si considereranno come positive o negative, sc- 
condochè saranno state descritte da un movimento nel 
senso Ox, o nel senso opposto Ox', Perciò se si indicano 
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con a, b, c, d, ec. i nùmeri positivi o negativi, i quali 
misurano le lunghezze descritte successivamente dal 
mobile, e con x il numero che esprime la distanza da 0 
al punto in cui il mobile si è fermato, avremo, per tutti 
i casi 

x — o-fé + c + d ... 

Senza il principio che abbiamo stabilito, sarebbero state 
necessarie diverse formole per esprimere il medesimo 
risultalo. 

k. Sia xx' ( fig . 2) una retta situata in un piano qua- 
lunque; se avremo da considerare le distanze dei varii 
punti M, M', M" ... del piano da questa linea retta, 
per indicare da qual parte della retta xx' si trovino 
questi punti, considereremo come positive le perpendi- 
colari poste da una parte qualunque di xx', e come ne- 
gative quelle che sono dall’ altra parte; così se rappre*- 
sentiamo con numeri positivi le distanze le quali come 
MP, M'P'... sono situate al disopra di xxf indicheremo 
le altre, come M"P", con numeri negativi. 

Degli archi di circolo. . x . * «, 

Hy' 

5. Sia 0 (fig. 3) un circolo il cui ra«j$© OA si sup- 
ponga preso per unità; in questa ipotesi, che noi ammet- 
teremo sempre in appresso, la circonferenza è espressa 

da 27 t, ed il quadrante da Sia A un punto fisso della 

circonferenza, che si può chiamare l'origine degli archi, 
ed M un punto mobile , il quale parta da A e si muova 
nel senso di AB (indicato sulla figura da una freccia), 
che noi prenderemo per quello degli archi positivi. 

Al principio del movimento, l’arco AM è nullo, 
cresce quindi continuamente e giunge al valore 2?r, 
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quando il punto mobile è tornato al punto di partenza. 
Si può però immaginare che il movimento continui 
quanto si vuole, e così il punto mobile descriverà un 
arco composto di una o di più circonferenze. Se poi il 
movimento del punto M avviene nel senso contrario , 
l’arco descritto è negativo, ma il suo valore assoluto 
assume tutti gli stati di grandezza a cominciare dallo 
zero. 

Da ciò si conclude che l’arco di circolo, cioè il nu- 
mero che lo misura , è capace di ricevere tutti i valori 
fra — co e -+- co . 

6. Si indichi con a il più piccolo degli archi posi- 
tivi, che hanno un medesimo estremo M; tutti gli archi 
che hanno questo estremo sono dati dalla formola 



x — 24tt -+• _ 



ove k rappresenta un numero intero positivo, nullo o 
negativo. Infatti se a; è un arco che ha il suo estremo 
in M , per descriverlo si anderà dapprima da A in M , 
seguendo l’arco a; e siccome conviene restare in questo 
punto, si dovrà aggiungere a questo arco un numero in- 
tero di circonferenze. Se 1’ arco x è negativo, per descri- 
verlo si anderà da A in M, seguendo l’arco — (27: — a) 
o — 2?r + a, e dovendo rimanere in 3/, si dovrà ag- 
giungere a questo arco un numero intero negativo di 
circonferenze. Così in tutti i casi l’arco x è uguale ad a, 
più un numero intero positivo, nullo o negativo di cir- 
conferenze. 

7. Archi complementarii. — Due archi ambedue 
positivi, o uno positivo e l’altro negativo si dicono com- 
plementarii o complementi 1’ uno dell’ altro, allorché la 



loro somma è uguale ad un quadrante, cioè a 



7T 

2 * 



Sia A (fig. 3 ) l’origine degli archi; conduciamo i 
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diametri AA' e BB' perpendicolari fra loro e supponiamo 
che il senso degli archi positivi sia quello di AB, indi- 
cato dalla freccia; se si considera il punto B come una 
nuova origine, e che il senso dei nuovi archi positivi 
sia quello di BA, dico che due archi complementarii i 
quali abbiano rispettivamente per origine i punti A e B, 
avranno il medesimo estremo. 

Infatti sia x un arco positivo o negativo, il quale 
abbia A per origine ed M per estremo; il suo comple- 



7T 



mento è ~ — x; e siccome B è per ipotesi l’origine di 

i V\ /V- ^ 

' s /' T ^ 7T 

questo complemento, per descrivere l’arco - — x, si 



onderà prima da B in A, e quindi, a partire dal punto A, 
si dovrà descrivere l’arcò — x, se il senso degli archi 
positivi è quello di BA, o descrivere l’arco x, sup- 
ponendo che il senso degli archi positivi sia quello di 
AB: ma per tal modo si torna evidentemente al punto M, 
ciò che dimostra la proposizione enunciala. 

8. Archi supplementarii. Due archi ambedue posi- 
tivi, o l’uno positivo e l’altro negativo si dicono supple- 
mentarii o supplementi 1’ uno dell’ altro, quando la loro 
somma uguaglia una semi-circonferenza o n. 



Ilei seno. 

9. Essendo A l’origine degli archi (fìg. 5), ed AB il 
senso degli archi positivi, conduciamo i diametri per- 
pendicolari AA' e BB'. Sia x il numero positivo, nullo 
o negativo, che misura un arco variabile, di cui l’estre- 
mo M può prendere sulla circonferenza tutte le posizioni 
possibili, ed abbassiamo MP perpendicolare sopra A A'. 
Secondo il principio del § à, considereremo la perpen- 
dicolare MP come positiva o negativa, secondo che il 
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punto M sarà sulla semi-circonferenza ABA' o sulla se- 
mi-circonferenza A’B’A, e chiameremo Seno dell’ arco a? 
il numero positivo o negativo, che misura questa per- 
pendicolare. Perciò il seno degli archi che hanno il loro 
estremo iri M è -+ -MP, ed il seno di quelli il cui estre- 
mo è in M" è — M"P'. Si può dunque stabilire la se- 
guente definizione: ^ 

Il seno di un arco è il n%m£to positivo o negativo, 
che misura la perpendicolare abbassata dall’ estremo di 
quest’ arco sul diametro che passa per i origine. 

Se y iudica il seno dell’ arco variabile #, scriveremo 

y = sen x; 

y è una funzione di a? ed è la prima delle funzioni cir- 
colari. 

10. Variazione del seno. Conviene ora esaminare 
in qual maniera varii questa funzione senx, al variare 
dell’ arco x. 

Se x cresce da 0 a senx cresce da 0 a 1 , pas- 
sando evidentemente per tulli i valori intermedii; quan- 

7 r • 

do x cresce da ^ a n, senx diminuisce da 1 a 0, pas- 
sando pure per tutti i valori intermedii ; perlochè fra 0 
e ir, senx giunge al suo valore massimo per x = 

3tt 

Allorché x cresce da -n a , sen x è negativo e conti- 
nua a diminuire da 0 a — 1; finalmente, se x cresce an- 
3ir 

cora da a 2*, senx è sempre negativo, e cresce 

da, — 1 a 0. Se quindi si fa crescere x da 2 tt a da 
ìjt a 67 t, ec., sefi x riprende periodicamente i medesimi 
valori e nel medesimo ordine. Quando x decresce da 0 
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a — co, senx prende, con segni contrarii, i medesimi 
valori che quando x cresce da 0 a H- co ; cosicché, qua 
lunque sia x, si ha 



( 1 ) 



sen (— x) = — sen X: 



V 

mque 



poiché gli estremi di due archi qualunque x e — x 
eguali e di segno contrario, sono ad eguale distanza dal 
diametro AA', l’uno da' una parte, l’altro dall’altra di 
questo diametro. 

Da ciò risultano le seguenti relazioni : 
sen 0 = 0, sen = -t- 1, seni r=0, sen — — 1 

sen = 0, sen( — x) — — senx 
sen (2Arr -f- x) — sen x. 



L’ ultima di queste relazioni, nella quale k indica un 
numero intero qualunque positivo, nullo o negativo, 
esprime una proprietà notevole della funzione senx ; 
cioè che senx non cambia di valore, accrescendo o di- 
minuendo l’arco x di un numero qualunque di circonfe- 
renze. Si dice perciò che senx è una funzione periodica 
di x , il cui periodo è uguale a 2ir. 

11. Sia x un arco qualunque positivo o negativo. 
I due archi x e n~\~x terminano evidentemente agli 
estremi del medesimo diametro, e quindi i loro seni 
. sono eguali e di segno contrario; onde si ha 



(2) 



sen (n -f- x) = — sen x. 



La funzione senx cambia dunque soltanto di segno, al- 
lorché si accresce la variabile x del semi-periodo n. 

* Siccome la relazione precedente deve sussistere per qua- 
lunque valore di x, vi si può cambiare x in — x,‘é"sT 
ottiene 

sen (n — x) — — sen ( — x), 
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ovvero per la forinola (1) 

(3) sen (ir — x) — sen x. 

Due archi supplemenlarii hanno dunque seni 
uguali e del medesimo segno. 

Poiché il seno di un arco non cambia, aggiungendo 
a quest’arco un multiplo 2for di 2ir, dalle formole ( 2 ) 
e (3), si deducono, per qualunque valore dell’arco x, 
le due relazioni 

sen [ (2A -f- 1 ) ir -+- x ] = — sen x , 
sen [( 2 A -+- 1 ) w — x] = scnx. 

12. Di alcuni archi di cui il seno può calcolarsi 
facilmente. 

Consideriamo un arco AM ( fìg . 3) minore di una 
semi-circonferenza. 11 suo seno MP è positivo, e se si 
prolunga MP finché incontri in MV la circonferenza, la 
corda MM* sarà doppia Alt/ seno MP e l’ arco sotteso 
da questa corda sarà pure doppio dell’arco AM. Si può 
dunque dire che: 

Il seno di un arco, minore di una semi-circonferen- 
za, è la metà della corda che sottende jin arco doppio. 

Da ciò particolarmente risulta che il lato del poli- 
gono regolare di n lati, inscritto nei circolo di raggio 1 . 

è uguale al doppio di sen ~. 

Siccome il lato del quadrato inscritto nel circolo di 
raggio 1 è si avrà, secondo questa osservazione, 

7T \/ l 2 
sen 4 = ~ 2 ~ * 

il lato dell’ esagono regolare essendo 1 , 

7 r 1 

sen 5 = n ; 
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e similmente, poiché il lato del triangolo equilatero in- 
scritto è \/3, 

n \/3 

sew 3 “ ir* 



È facile pure ottenere sen Infatti, si sa che il lato z 

del decagono regolare inscritto nel circolo di raggio 1 è 
il segmento maggiore dell’ unità divisa in media ed 
estrema parte: si ha perciò 



ossia, 



** = 1 X (1 -*), 

t’ + l — 1=0. 



Da questa equazione si ricava 

-IH- v/5 
-V *C 2 ’ 

e quindi si ha J V 

7r — 1 •+• y/5 




0 Della tangente. 



13. Prendiamo sempre il puntoci per origine degli 
archi (ftg. 5), ed AB per il senso degli archi positivi. 
Indichiamo pure, come nei precedenti paragrafi, con x 
1’ arco variabile di cui l’estremo M si muove sulla cir- 
conferenza; conduciamo per il punto A la tangente yy', 
e sia A T la porzione di questa tangente compresa fra 
l’origine dell’arco x ed il diametro OM prolungalo, che 
passa per il suo estremo. Secondo il principio stabilito 
nel § 2, considereremo le lunghezze AT come positive 
o come negative, secondo che esse saranno portate nel 
senso Ày , o nel senso contrario Ay', c chiameremo 
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Tangente dell’ arco x, il numero positivo o negativo 
che misura la lunghezza AT. Da ciò risulta che -h AT 
è la tangente degli archi, che hanno il loro estremo in 
M o in M'\ e — AT' è quella degli archi di cui gli estre- 
mi sono in M' o in M'"; e quindi possiamo enunciare la 
seguente definizione: 

La tangente di un arco è il numero positivo o ne- 
gativo, che misura la porzione di tangente condotta al- 
l’ origine dell ’ arco e terminata al diametro che passa 
per T estremo di questo arco. 

Se indichiamo con y la tangente dell’ arco x, 

y = tang x 

sarà la seconda delle funzioni circolari. 

14. Variazione della tangente. — Esaminiamo quali 
valori prenda la funzione tang x, allorché x varia 
da — co a -f-oo. 

Crescendo x da 0 a tang x cresce a cominciare 

da 0, e può divenire maggiore di ogni numero dato; se 

a: cresce da^ a jt, tang x è negativa, e cresce da — co a 0; 

, , 3tt , 

quando x cresce da n a , tangx torna ad essere posi- 

37T 

tiva, e cresce da 0 a co ; mentre crescendo x da a 2?r, 

tang x è negativa, e cresce pure da — co a 0. Se poi si 
fa nuovamente crescere x da 2* a 4 jt, da 4* a 6»r ec., 
tang x riprende periodicamente i medesimi valori e nel 
medesimo ordine. Facendo variare ir da 0 a — co , tangx 
prende, con segni contrarii, i medesimi valori che quan- 
do x varia da 0 a -+- co : onde, qualunque sia x , si ha: 

(1) tang(—x) — — tangx 

Infatti gli estremi di due archi x e — x, eguali e di se- 
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gni coutrarii, sono ad ugual disianza dal diametro A A', 
e da una medesima parte di BB'; onde le tangenti di 
questi due archi sono eguali e di segni contrarii. 

Indicando con £ un arco positivo variabile, che di- 
minuisce fino allo zero, ciò che abbiamo detto può rias- 
sumersi colle forinole: , 

tang 0 = 0, lang lim Q — i j = -f- co , 
tang lim Q -f- 1 ] = — oc , 

( Q 

~ — = -f qo , 

tang lini H-t) = — ■ so , 

tang ( — x) — — tang x, 
tang (2 kn -h cr) = tang x. 

In questa ultima formola, k indica un intero qualunque. 

15. Sia x un arco qualunque positivo o negativo; 
i due archi x e n-hx terminano agli estremi di un me- 
desimo diametro; per conseguenza le loro tangenti sono 
uguali e si ha: 

(2) tang (ir + x) = tang x. 

La funzione tangx non cambia di valore accrescendo 
1’ arco x di n; questa funzione è dunque periodica ed 
il suo periodo è n. 

Cambiando a: in — x, la relazione precedente di- 
viene: 

tang (*■—#) = tang ( — x ), 
o secondo la formola (I), 

(3) tang (n — x) — — tang x. 

Da ciò risulta che due archi supplementarii hanno 
tangenti uguali e di segni contrarii. 
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Siccome la tangente di un arco non varia, accre- 
scendo quest’ arco di un numero qualunque di semi- 
circonferenze, dalle formole precedenti dedurremo le 
altre 

tang (kn -\-x) = tang x 
tang (kn — x) — — tang x , 



nelle quali k indica un numero intero positivo, nullo, o 
negativo. 

16. Di alcuni archi la cui tangente si può calco- 
lare facilmente. 

È facile il vedere che il lato del poligono regolare 
di n lati, circoscritto al circolo di raggio 1 , ha per va- 
lore 2 tang -. Ora dalla Geometria si può ottenere il lato 
n 

del quadrato, dell’esagono regolare e del triangolo equi- 
latero circoscritti al circolo di raggio 1 ; questi lati sono 



2 n 

rispettivamente 2, —, 2\/3; perciò i valori di tang r , 
y o * 



tang g, tang sono 



tang j = 1 , 

. v 1 

tang 6 ^31 

n 

tang ^ = y 3. 



Della secante. 

17. Prendiamo sempre il punto A per origine degli 
archi (fig. 3), e sia AB il senso degli archi positivi. In- 
dichiamo pure, come prima, con x l’arco variabile di 
cui l’origine è in A, e conduciamo per il suo estremo M 
la tangente MA', che incontra in K il diametro AA' pro- 
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lungato. Secondo il principio del §2, prenderemo le 
lunghezze OK come positive o negative, secondo che 
esse saranno dirette nel senso di ON o nel senso con- 
trario, e chiameremo secante dell’arco x il numero po- 
sitivo o negativo che misura la lunghezza OK. Secondo 
ciò, nella fig. 3, gli archi che hanno il loro estremo in M 
o in M'" hanno per secante -+- OK, e quelli che hanno 
il loro estremo in M' o in M" hanno per secante — OK'. 
Possiamo cosi enunciare la seguente definizione: 

La secante di un arco è il numero positivo o nega- 
tivo che misura la porzione del diametro condotto per 
l'origine, compresa fra il centro e la tangente all’ estre- 
mo dell’arco. 

Se con y si indica la secante dell’ arco x , avremo 
y = secx, 

e questa sarà la terza delle funzioni circolari. 

18. Variazione della secante. Dobbiamo ora esa- 
minare come varii la funzione sec x, quando x varia 
da — oo a + oc. 

Crescendo x da 0 a secx aumenta a cominciare 
2 

da 1, e può superare ogni numero dato; se x cresce 
da r a 7r, sec x è negativa e cresce da — oo a — 1; 

quando x cresce da n a secx è sempre negativa, 

2t 

e diminuisce da — la — oo, e finalmente, crescendo x 
3tt 

da — a 27 r, secx è, positiva e decresce da -f-oo a -+- 1. 

Facendo crescere x da a tur, da kir a fi7r cc., secx 
riprende periodicamente e nello stesso ordine i medesimi 
valori. Se x decresce da 0 a — oo, secx prende preci- 
samente i medesimi valori che quando x cresce da 0 
a -i-oo; così, qualunque sia x , si ha 
(1) sec(— x) = sec x; 
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poiché, due archi h-ie e — x eguali e di segno contra- 
rio hanno i loro estremi ad uguale distanza dal diame- 
tro AA’, e dalla medesima parte rapporto a BB'\ le 
tangenti condotte per questi estremi incontrano perciò 
nel medesimo punto il diametro AA ', e per conseguenza 
i due archi hanno la medesima secante. 

Indicando con i un arco positivo variabile, che de- 



cresce fino allo zero, avremo così le formole: 


_ . /tt \ . , i 


tir \ 


sec 0 = -+-1, sec lun I - — e 1 =-+-» , sec lim | 




\ 


\ 


secn= — 1, sec Im 1 -- — sì= — oc , sec lim j 




sec 2?r = h- 1 , 



sco ( — x) = secx, 
sec (2A'7t x) = sec x. 

Dall’ultima di queste relazioni, nella quale k indica 
un numero intero qualunque positivo o negativo, si vede 
che la funzione secx è periodica, e che il suo periodo 
è 2 n. 

19. Sia x un arco qualunque positivo o negativo. I 
due archi x e ir x terminano agli estremi di un me- 
desimo diametro; quindi le tangenti, condotte per gli 
estremi di questi archi, sono parallele e vanno ad in- 
contrare il diametro AA' a egual distanza dal centro, in 
due punti situati l’uno da una parte, l’altro dall’ altra 
rapporto a questo punto; per conseguenza le secanti di 
questi due archi sono uguali e di segni contrarii, per cui: 

(2) sec (ir -\-x) = — sec x. 

Ciò mostra che aumentando la variabile x del semipe- 
riodo ir, la funzione sec x cambia soltanto di segno. 

Se nella relazione (2) si cambia a: in — #, si ottiene: 

sec (ir — x) = — sec ( — x) 
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ovvero, secondo la forinola (1), 

(3) sec (tt — x) = — secx ; 

onde, due archi supplementarii hanno le loro secanti 
uguali e di segni contrarii. 

Siccome la secante di un arco non varia quando si 
accresce o si diminuisce l’arco di un multiplo di 2 tt, 
indicando con k un numero intero qualunque, dalle for- 
inole (2) e (3) si deduce l’ altra : 

sec [(2 k -t- 1) 7r rfcar] = — secx, 
nella quale k indica un numero intero qualunque. 

Del coseno, della cotangente 
e della cosecante. 

20. Si chiamano coseno, cotangente e cosecante di 
un arco il seno, la tangente e la secante del suo arco 
complemenlario. 

Sia sempre A 1’ origine degli archi (/?</. 5), AB il 
senso degli archi positivi, ed x un arco qualunque di 
cui l’estremo è M. Per avere il coseno, la cotangente, 
la cosecante dell’arco x, basta prendere il seno, la tan- 

7 r 

gente e la secante dell’ arco ^ — x , di cui l’ origine è 

in fi e l’ estremo in M, essendo BA il senso degli archi 
positivi contati a partire dal punto fi. Perciò, se dal 
punto M si abbassa una perpendicolare MQ sopra fifi' 
’ed un’altra MP sopra AA', a cagione di OP = MO . 
cos x sarà uguale a +OP o a — OPl secondo che il 
punto P cadrà sopra OA o sul suo prolungamento OA'. 
Similmente, se per il punto fi si conduce la tangente zz' 
e per il punto 0 il raggio OM, che taglia zz' in fi, 
cotx sarà uguale a 4 - fifi o a — fiS', secondo che il 
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\ 



punto S si troverà dalla medesima parte che l’origine A 
rapporto a BB\ o dalla parte opposta. Finalmente se H 
è il punto in cui la tangente condotta per il punto M in- 
contra il diametro BB\ cosecx sarà uguale a -f -OH o 
a — OH', secondo che il punto II sarà sopra OB o so- 
pra OB'. 

21 Variazioni del coseno, della cotangente e della 
cosecante. 

Si vede dalla figura, o si deduce immediatamente 



dalle formole : 


1 


Itt 






1 cosx — 


sen 


-4 


0) 


) 


,/7T 




\ cot X — 


tang (j 


-4 




1 


(tc 






1 cosecx = 




-4 


che: 









7T 

crescendo x daO a-, cosx decresce da 1 a 0, cotx 
z 

da h-cc a 0 , cosecx da -4- oo a 1 : 



crescendo xda - a n, cosx e cotx sono negativi; 

2 * ' . . 



ma cosecx resta positivo; cosx decresce da 0 a — 1, 
cot sc da 0 a — co , e cosec x cresce da -f-1 a -+- co : 



crescendo x da n a cosx continua ad essere 
2 



negativo; ma cotx diviene positiva, e cosecx negativa; 
cosx cresce da — 1 a 0; cotx decresce da -f-cc a 0, 
e cosec x cresce da — co a — 1 : 

3 tt 

crescendo x da — a 27r, cosx diviene positivo. 



cotx e cosecx sono negative; cosx cresce da 0 a -f-1, 
cotx decresce da 0 a — co , e cosecx da — 1 a — oo : 
crescendo x da27r a 4?r,da hit a 67r ec., cosx , cotx, 
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e cosec x riprendono periodicamente e nello stesso or- 
dine i medesimi valori : e finalmente se x varia da 0 
a — co, cosx prende i medesimi valori che quando x 
varia da 0 a + co, e cot x e cosec x prendono pure i 
medesimi valori, ma con segni contrari; cioè si ha 

cos ( — x) = cosx, 
cot ( — x) — — cotx, 
cosec ( — x) — — cosec x. 

Indicando con £ un arco positivo variabile, che di- 
minuisce fino allo zero, tutto ciò che abbiamo detto può 
riassumersi colle seguenti formole: 

r 

COS 0=1, COSjj^O, cos ir— — 1, cos~= 0, cos ’2 tt = Ì ; 

7T 

col lim e = oo , col- — 0, col lim (ir — e) = — oc , 

Zi 

37T 

col lim (7r-4- e) = -i- oo, cot — =0, col lim (2rr — e)= — oc; 

Zi 

cosec lim s =-t-co, cosec ^ = cosec lim (ir — e) = -f-«, 

37T 

cosec lim (ir-be )= — », cosec — = — 1, cosec lim(2ir—e )— — » ; 

z 

e 

cos (2 kit -h x) — cosx, 
cot (flkn •+• x) = cot x , 
cosec (2A-tt + x) — cosec x. 

Da queste ultime equazioni, nelle quali k indica un nu- 
mero intero qualunque, si deduce che cosx, cotx, 
cosec x sono funzioni periodiche, il cui periodo è 27r. 

22. Dalle equazioni (1) e da quelle trovate nei pa- 
ragrafi 11, 15 e 19, si ha, qualunque sia il valore di x, 

! <0S (7T.-f- x) — — cos x, 
cot (tt 4- a:) = cotx, 
cosec (ir + x) = — cosec x; 

2 
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per cui cosx e coste x cambiano di segno, allorché si 
accresce x del semi-periodo n-, mentre cotx non varia. 
La funzione cot x ha dunque il periodo n. 

Cambiando a; in — x, nelle formole precedenti, si 
ottiene 

Ì cos — x) — — cos ( — x) = — cos x, 
cot (jt — x) — cot (— x) — — cot x, 
cosec (n — x) = — cosec ( — x) — cosec x ; 

relazioni le quali ci mostrano che due archi supplemen- 
tarii hanno le cosecanti uguali , e i coseni e le cotan- 
genti pure uguali , ma di segno contrario. 

Dalle formole precedenti si deducono facilmente le 
altre : 

cos [(2A -f- 1) 7r ± x] — — cosx, 
cot (kir ± x) = de cot x, 
cosec [(2 k -+■ 1) n db x\ = =f: cosec x ; 

nelle quali k indica un numero intero qualunque posi- 
tivo, nullo o negativo. (') 



(*) In alcuni trattati di Trigonometria si indicano ancora 
altre due funzioni circolari. Queste sono il seno-verso e il 
coseno-verso. 

Il seno-verro di un arco è il numero che esprime la 
distanza dall’ origine di un arco al piede del suo seno. 

Il coseno-verso di un arco é il seno-verso del suo com- 
plemento. Cosi se l’ arco AM = x { fig . 3) 

senverx = AP, 
cos ver x = BQ. 

Perciò è manifesto che il seno-verso è la differenza fra 
il raggio e il coseno, e il coseno-verso la differenza fra il 
raggio e il seno. Si ha dunque 

senverx = 1 — cos x, 
cos ver x = i — senx ; 

formole che ci mostrano che il seno-verso e il coseno-verso 
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Riduzione degli ardii al primo quadrante. 

23. Le sei funzioni circolari, di cui abbiamo co- 
minciato lo studio, si indicano sovente col nome di linee 
trigonometriche , a cagione del loro uso nella trigono- 
metria propriamente detta. 

Ognuna delle linee trigonometriche di un arco x 
prende tutti i valori, eh’ essa è capace di acquistare 
quando x varia indefinitamente, allorché si fa va- 
riare x soltanto nell’intervallo di due quadranti. Così, 

se x varia da — ^ a il seno, la tangente, la cotan- 

gente e la cosecante prendono tutti i valori che conven- 
gono a queste linee trigonometriche. E se a? varia da 0 
a v, il coseno, la tangente, la secante e la cotangente 
prendono pure tutti i valori che possono ricevere. 

Finalmente, se si considerano soltanto i loro valori 
assoluti, le sei linee trigonometriche prendono tutti i loro 

valori, allorché l’arco x varia da 0 a o da ^ a 7r, ec. 

Dato un arco qualunque x fa d’ uopo spesso deter- 
minare l’arco compreso fra 0 e il quale J fatta astra- 
zione dai segni, ha le medesime linee trigonometriche 
che l’arco x. Questa operazione dicesi riduzione al 
primo quadrante. Per eseguire questa riduzione si to- 
glierà da x il più gran multiplo positivo o negativo della 
semi-circonferenza, in moifb che il resto positivo dta 
sia in valore assoluto minore di t- si avrà 

X = 2A?r ± a , 

hanno sempre valori positivi, compresi fra 0 e 2. È facile 
inoltre il vedere che queste funzioni circolari sono periodi- 
che, ed hanno per periodo «. 
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e l’arco a, fatta astrazione dai segni, ha le medesime 
linee trigonometriche che l’arco x. Se a<^, il prò- 
blema è risoluto; altrimenti si prenderà il suo supple- 
mento 7T — a, e questo supplemento, minore di ha, 

ad eccezione dei segni, le medesime linee trigonQmetri- 
che che l’arco x. 



Espressioni degli ardii che corrispondono 

ad una linea trigonometrica data. 

24. Risulta da ciò che abbiamo detto nei paragrafi 
precedenti, che ad ogni valore dell’arco da — oo a 4- co 
corrisponde un valore unico e determinato per ognuna 
delle sue linee trigonometriche, mentre ad un medesimo 
valore, dato ad una delle linee trigonometriche, corri- 
spondono una infinità di valori dell’ arco. Perciò risol- 
veremo ora il seguente quesito: 

Conoscendo uno degli archi che corrispondono ad 
una linea trigonometrica data, determinare tutti gli 
altri. 

25. Espressione degli archi che hanno un dato 
seno A. 

Essendo A l’origine degli archi (fig. 3), conduciamo 
i diametri AA’ e BE' perpendicolari fra loro. Supponiamo 
dapprima che il numero dato A sia positivo; prendiamo 
sopra OB una lunghezza OQ—A , e conduciamo per il 
punto Q , MM' parallela ad AA'; gii archi che hanno 
per seno A avranno necessariamente il loro estremo in 
M o in M'. Indichiamo con a l’arco AM, che è com- 
preso fra O.e J; tutti gli archi che hanno questo medesi- 
mo estremo sono espressi dalla formola 2A7r-+-a, in cui k 
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è un numero intero (§ 7). Inoltre, siccome l’arco AMM\ 

compreso fra ^ e è uguale a n— x, tutti gli archi che 

hanno il loro estremo in M' sono dati dalla formola 
2A7r-t-(ff — x) o (2k - 4 - 1) 7r — x. Da ciò risulta che 
Tutti i valori di x. per i quali senx = A, sono 
compresi nell’ una o nell’ altra delle due formale 

x — ìkn x , x = (2A -4- 1) 7T — a, 



nella quali k indica un numero intero qualunque, po- 
sitivo, nullo o negativo, ed a il più piccolo arco posi- 
tivo che ha per seno A. 

Si giunge alla medesima conclusione se A è nega- 
. tivo. Infatti, in questo caso, si prenderà sopra OB' una 
lunghezza OQ'= — A, e per il punto Q si condurrà M"M" 
parallela ad OA. Indicando con x l’arco AMM'M", com- 
3?r 

preso fra n e si vede che l’arco AMM'M" M"\ com- 

là 



3tt 

preso fra ~ e 2 tt, è uguale a 3n — a; onde gli archi 

che terminano in M" e in M'" sono dati rispettivamente 
dalle forinole 



Skn-hx, 2Air-+-37r — *, 0 (2A -f- 1) ir — «, 



come nel caso di A positivo. 

Da queste formole si deduce una conseguenza im- 
portante. Se a: ed a sono due archi i quali hanno il me- 
desimo seno A, e che questi due archi siano compresi 
nella medesima formola, si ha 

i X — 2kn -f- x | x — (2A + 1) 7T — x, 

I a — ’ìk'n a 0 la =(2A'-f-l) r — x: 

e si vede che la differenza x — a è uguale ad un numero 
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pari di semi-circonferenze. Al contrario, se x ed a ap- 
partengono a forinole diverse , si ha 

\ X = 2£r -+- a I X = (24' -4- 1) ?r — a , 

I fl = (2A:'-t-l)7r — a ° I a = 2AV -f- a; 

ed allora la loro somma x -+- a è uguale ad un numero 
impari di semi-circonferenze. Questa osservazione, unita 
ai risultati ottenuti nei paragrafi 10 e 11, dà origine 
alla proposizione seguente : 

Perchè due archi abbiano il medesimo seno, basta 
che la loro somma sia uguale ad un numero dispari, o 
la loro differenza ad un numero pari di semi-circon- 
ferenze. 

Osservazione. Si può ancora enunciare questo ri- 
sultato , dicendo che l’ equazione 

sen x — sena 

ha una infinità di radici date dalle formole 

x = 2A;tt -f- a, x = (2A 1) n — a, 

nelle quali k indica un numero intero indeterminato. 

26. Espressione degli archi che hanno un coseno 
dato A. 

Siano ir ed a due archi che hanno il coseno dato; 
siccome i loro complementi ^ — x e « hanno il me- 

i A 

desimo seno, la loro somma è uguale ad un numero 
dispari, o la loro differenza ad un numero pari di semi- 
circonferenze; e per conseguenza 

X — 2/br =fc a. 

27. Espressione degli archi che hanno una tan- 
gente data A. 

Avendo condotto per il punto A la tangente yy\ 
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prendiamo sopra Ay una distanza AT = A , se A è po- 
sitivo, o sopra Ay' una distanza AT— — A, se A è ne- 
gativo, e conduciamo il diametro OT, ovvero OT'; i 
punti M ed M", o-M' ed M"', nei quali questo diametro 
taglia la circonferenza, sono gli estremi degli archi che 
hanno per tangente A. Indicando con a il più piccolo 
arco positivo terminato in M o in M', quello che termina 
in M", o in M m , è ir-f-a; perciò, . ' 

Gli archi che hanno per tangente A sono compresi 
nelle formale 

2 kir — {— oc, ( 2 k — (— 1 ) 7 r — f— a, 

le quali equivalgono alla formolo unica 

kn- f- a, 

nella quale k ihdica un numero intero positivo, nullo o 
negativo, ed a. il più piccolo degli archi che hanno per 
tangente A. 

Se a: ed a indicano due archi che hanno la mede- 
sima tangente A, si ha 

x-kn~\-o.^ a — k' ir + a.-, 

onde, anche da ciò che è stato detto nel § 15, risulta la 
proposizione seguente: 

Perchè due archi abbiano la medesima tangente, 
basta che la differenza di questi archi sia un multiplo 
della semi-circonferenza. 

Osservazione. Si può dire ancora che l’equazione 
tang x = tang a, 

in cui a indica un arco dato, ha una infinità di radici 
date dalla formola 

x — kit •+- a, 

nella quale A è un numero intero indeterminato. 
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28. Espressione degli archi che hanno una cotan- 
gente data A. 

Siano # ed a due archi i quali abbiano la cotan- 
gente data; siccome i loro complementi ^ — x e ^ — a 
avranno la medesima tangente , la loro differenza 
5 — a — (Ì — x ) sar ^ u § ua ^ e ai * un numero intero k 
di semi-circonferenze, e quindi si avrà 
x = kn 4- a. 

29. Espressione degli archi che hanno una secante 
data A. 

Prendiamo sopra OA (Jig. 3) una distanza OK uguale 
ad.4, se A è positivo, o sopra OA' una distanza OK'= — A , 
se A è negativo, e conduciamo per il punto K o per K' 
due tangenti alla circonferenza; i punti di contatto M 
ed M m , o M' ed M\ sono gli estremi degli archi che 
hanno la secante data A. Chiamando a il più piccolo 
arco positivo che termina in M o in M\ quello che ter- 
mina in M'" o in M" è 2*- — da ciò si può dedurre 
immediatamente che 

Gli archi i quali hanno per secante A sono deter- 
minati da una delle due formole 

’2kn -+- a , 2 kn — a , 

ossia dall’ altra : 

2A‘7r ± a , 

nella quale k indica sempre un numero intero indeter- 
minato, ed a il più piccolo arco positivo che ha per 
secante A. 

Si vede pure che 

Onde due archi abbiano la medesima secante, fa 

f 
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d’uopo soltanto che la loro somma o la loro differenza 
sia un multiplo della circonferenza. 

30. Espressione degli archi che hanno una cbse- 
cante data A. 

Siano x ed x due archi che hanno la cosecante da- 
ta; i loro complementi ^ — x e ^ — a hanno la mede- 

li li 

sima secante, e quindi la loro somma o la loro differenza 
è un multiplo della circonferenza ; si avrà dunque 

x = 2À7r -(- a , o a: = (2A-hl)7r — «. 



Delle funzioni circolari inverse. 



31. Si è fatto 

y = senx, o y—tangx, o y = secx, ec., 

si può pure scrivere inversamente 

x — arco seny, o x—arcotangy, o x—arco sec y, ec. 

cioè, x — T arco il cui seno è y; x = P arco la cui tan- 
gente è y, ec. 

È manifesto che si può considerare P arco x come 
una funzione di senx, o di tangx, o di seex, ec. Sol- 
tanto questa funzione non sarà completamente determi- 
na; poiché, per esempio, arco seny ammette una infinità 
di valori per un medesimo valore di y; ma essa diviene 
determinata, se si specifica che Parco x varia soltanto 

i n n 

dil 2 a +2' 

Le sei funzioni arco sen y, arco cosy, ec., s’ impie- 
gano spesso nelle parti superiori delle matematiche, ed 
hanno ricevuto il nome di funzioni circolari inverse. 
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Relazioni fra le linee trigonometriche 
di un medesimo areo. - 

32. Esistono fra le sei linee trigonometriche di un 
arco cinque relazioni distinte, che ora stabiliremo. 

Sia A l’ origine degli archi (fig. 3), ed indichiamo 
con x un arco positivo o negativo il cui estremo sia in M, 
nel primo quadrante AB: conduciamo il raggio OM ed 
abbassiamo MP perpendicolare sopra OA, ed MQ so- 
pra OB ; quindi conduciamo per i punti A, B ed M le 
tangenti AT, BS ed HK. Si avrà 

OM=i, 

sen x — MP, tang x — AT, sec x = OK, 
cos x — OP, cot x = BS, cosec x = OH. 

Dal triangolo OMP si ricava 

MP+ = MU) 

i triangoli rettangoli MOK, MOH danno pure 

OK.OP— OM, 

OH.OQ=OM ; 

e finalmente dai triangoli simili IO A ed MOP , BOS 
ed MOQ si hanno le proporzioni 

TA MP 
OA OP ’ 

SB MQ 
OB OQ' 

Queste cinque uguaglianze si possono scrivere nel mòdo 
seguente: 
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# 



( 1 ) 

(2) 

( 3 ) 

(4) 



sen * x -+- cos i a; = 1 , 
secx . cosx — 1, 
cosec x . sen x — 1, 
sen x 



iang x = 



cos x 



( 5 ) 



cosx 

coi X — 

sen x 



Tali sono le cinque relazioni che volevamo ottenere 
e dalle quali se ne possono dedurre altre non meno im- 
portanti. Così, dividendo T una per l’ altra le equazioni (4) 
e (5), si ha 



( 6 ) 



cot X = 



1 

tang x ì 



le equazioni (2) e (3) danno pure 



( 7 ) 

( 8 ) 



sec x = 



1 

cosx 1 



cosec x = 



1 

sen x' 



onde cotx, secx e cosec x sono rispettivamente le fun- 
zioni inverse di tangx, cosx e senx. 

Dalle equazioni (1), (i) e (5) si deduce 



1 -+• tang s x = ì-\- 



seh 2 x 
cos- x 



1 

COS- x' 



1 -+- cot * X — 1 -+ 
1 



COS- X 1 

sen* x sen* x" 1 



ovvero, a cagione delle relazioni (7) e (8), 

(9) sec* x = 1 •+■ tang* x, 

(10) cosec * x = 1 + co/* a\ 
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Queste due equazioni si possono ancora dedurre imme- 
diatamente dalla fig. 3. Infatti i triangoli rettangoli OTA 
ed OSB ci danno 



or = OK* = -+• AT\ 

OS* OH* = Olì* -+- BS\ 

relazioni identiche alle due (9) e (10). 

33. Per dimostrare le formole (1), (2), (3), (4) e (5), 
abbiamo supposto che l’estremo dell’arco x si trovi sul 
primo quadrante; ma è facile il vedere che queste for- 
mole sono generali. Infatti, qualunque sia la posizione 
dell’ estremo M sulla circonferenza, esiste sempre (§23) 

un arco, compreso fra 0 e ^ , il quale, astrazione fatta 

dai segni, ha le medesime linee trigonometriche chq 
l’arco x; da ciò risulta che se si considerano soltanto 
i valori assoluti delle linee trigonometriche, queste cin- 
que relazioni avranno sempre luogo. La relazione (1), 
nella quale entrano soltanto i quadrati di senx e di 
cosa r, sarà dunque vera in tutti i casi, e basta dimo- 
strare che qualunque sia x, i due membri delle altre 
quattro relazioni hanno il medesimo segno. Ora si è ve- 
duto; 

1°. Che cosx e secx sono ambedue positivi se 
1’ estremo dell’ arco x è posto nel primo o nel quarto 
quadrante, e che sono negativi negli altri due casi; 

2°. Che senx e cosecx sono positivi, se l’estremo 
dell’arco x cade nel primo o nel secondo quadrante, e 
che sono negativi negli altri due casi; 

3°. Che tang x e cot x sono positive se 1’ estremo 
dell’arco è nel primo o nel terzo quadrante, e che in 
questo caso senx e cosx hanno il medesimo segno; 
mentre sono negative, se l’ estremo dell’arco x si trova 
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nel secondo o nel quarto quadrante, nel qual caso senx 
e cosx hanno segni contrarii. 

Da queste osservazioni, e dalla regola data nell’Al- 
gebra per la moltiplicazione delle quantità positive e ne- 
gative, si conclude che i due membri di ognuna delle 
relazioni (2), (3), (4) e (S) sono sempre numeri del me- 
desimo segno. Onde queste formole sono vere qualunque 
sia l’ arco x. 

3!k Dalle relazioni (1), (2), (3), (4), (5), si possono 
ricavare i valori di cinque qualunque delle sei linee tri- 
gonometriche in funzione della sesta; si ha, per esempio, 



senx 



cosx- 



coi x — 



: Vi — se» 2 x , tana x = —~~= == , 

=tr V 1 — se» 2 X 



±vT 



■ .ve» x 



senx 

cosec 



, secx = 



=fc Vi — se» ! x 1 



«=— .0 

0/1 # ì /V» ' ’ 



senx 



(*) Esempio. — Si è ottenuto (§ 12) 



7T 7t 

scn- — cos - — 
b J 



2 ' 



Sostituendo questo valore nelle formole precedenti, si otterrà 
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Osserviamo però che quando si conosce una linea 
trigonometrica di un arco x, le altre non sono tutte in- 
teramente determinate; così, quando è dato senx, 
cosecx è determinata, ma si conoscono soltanto i valori 
assoluti delle altre quattro linee; e ciò perchè fra gli archi 
il cui seno è dato, ve ne sono di cui il coseno, la tan- 
gente e la secante sono positive, ed altri per i quali 
queste medesime linee sono negative. 

Si ha sovente bisogno di conoscere senx e cosx , 
quando è data tangx; supponiamo che il valore dato 

di tangx abbia la forma frazionaria —, si avrà 

n 



seri* x -4- cos * x — 1 , 



senx m 
cos x n ’ 



d’ onde si ricava 



senx = 



m 



cosx = 



n 

V»i 2 +n ! 



In queste due forinole il radicale \/m i -+-n i deve essere 
preso col medesimo segno; ma questo segno è indeter- 
minato (*). 



(*) Ciò avviene perchè gli archi che hanno ugual tan- 
gente non hanno i seni e i coseni uguali e del medesimo se- 
gno. Infatti gli archi che hanno una data tangente sono de- 
terminati dall’ espressione 

X — kn oc, 

ove k è un numero intero positivo, nullo o negativo (§ 27). 

Se in questa espressione si fa k eguale ai numeri pari 
0, 2, 4, . . . , si ottiene una serie di archi 

oc, 2n-\-ot, Art-h-x..., 

i quali hanno tutti il medesimo seno e il medesimo coseno. 
Ma gli archi 

7r-t-«, 35r-t-a, S7r a . . . , 
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35. Si può dimostrare essere impossibile che fra le 
sei linee trigonometriche di un arco esistano relazioni 
distinte da quelle che abbiamo trovate. Supponiamo, in- 
fatti, che ne esista un’altra, e poniamovi per cosx, 
tangx, colangx, secx e cosecx i loro valori in fun- 
zione di senx, tratti dalle relazioni (1), (2), (3), (4), (5); 
si avrà una relazione non identica alla quale dovrà sod- 
disfare senx; ciò che è impossibile, poiché senx è un 
numero arbitrario. 



che si ottengono dando a k i valori 1,3, 3 . . . , hanno seni e 
coseni eguali, ma di segno contrario a quelli degli archi della 
serie precedente. 

Lo stesso succede se si danno a k valori negativi. 
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ELEMENTI DELLA TEORIA. DELLE FONUONI 
CIRCOLARI. 



PROPRIETÀ FONDAMENTALI. 

Forinole per l’addizione e la sottrazione degli archi. — Forinole im- 
portanti dedotte da quelle per l'addizione e la sottrazione degli 
archi. — Applicazioni delle forinole precedenti. — Forinole per 
la moltiplicazione degli archi. — Della divisione degli archi. — 
Determinazione dei seni e coseni di alcuni archi. — Esercizi. 



Forinole per l’addizione e la sottrazione 
degli ardii. 

36. Seno e coseno. — Proponiamoci di ottenere il seno 
e il coseno della somma e della differenza di due archi, 
allorché si conoscono i seni e i coseni di questi archi. 

Siano dapprima a e b due archi positivi, di cui il 
primo sia maggiore del secohdo, e tali che la loro somma 

non sia maggiore di 

là 

Essendo A l’origine degli archi ( fig . -/), prendia- 
mo AM— a, ed MN—ML — b. Si può prendere il 
punto M per origine dell’arco b ; allora il suo estremo 
è in N, e quindi si ha 

a-h b = AN, a — b—- AL, 

Conduciamo NL , che sarà perpendicolare in Q sul rag- 
gio OM, ed abbassiamo NR, QI, MP ed LS perpendi- 
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colari ad OA; finalmente conduciamo QH ed LK pa- 
rallele ad OA. Si vede che 

sen a = MP, cos a — OP , 

sen b — NQ , cos b = OQ. 

Osservando quindi che i triangoli NQH ed LQK sono 
eguali, poiché hanno un lato eguale NQ = QL, adjacente 
a due angoli rispettivamente uguali, avremo: 

sen (a~hb) = NR = QI 4- A 7 //, 
cos (a -f- b) — OR =01 — QH , 
sen (a — b)= LS =Ql — iVZT, 
cos (a — b) = OS = 01 -f- QH. 

I triangoli simili MPO e QIO ci danno le propor- 
zioni 

QL _Ot___OQ 
MP OP OM ’ 



dalle quali si ricava 






01 = 



MP . OQ 
OM 

OP .OQ 
OM 



— sen a cos 
= cos a cos 



b, 

b. 



I triangoli MPO ed NQII sono pure simili, poiché 
hanno i lati rispettivamente perpendicolari ; quindi si 
hanno le proporzioni 

NH QH NQ 
OP~ MP~ OM ’ 



dalle quali si ottiene 



NH = 



Q1I = 



OP . NQ 
OM 

MP . NQ 
OM 



= cos a senb, 
— sen a sen b. 



1 



-• a. 
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Sostituendo in luogo di Ql, 01, NH e QH, questi loro 
valori, otterremo le formole 

(1) sen (a H- b) = sen a cosò sen b cosa, 

(2) cos (a + b) = cos a cos b — sen a sen b, 

(3) sen (a — b) — sen a cos b — sen b cosa, 

(4) cos (a — b) = cos a cos b- f- sen a sen b. 

37. La dimostrazione di queste quattro formole è 
stata fatta nella ipotesi che a e b siano due archi posi- 
tivi, la cui somma non sia maggiore di ed anzi le 

formole (3) e (4) richiedono ancora che l’arco a sia mag- 
giore di b, mentre per le formole (1) e (2) questa restri- 
zione non è necessaria, a cagione della loro simmetria. Ora 
conviene dimostrare che queste formole sono generali, e 
a tal uopo divideremo in quattro parti la dimostrazione. 
1°. Le formole (1) e (2) sono vere per lutti i valori 

di a. e di b compresi fra 0 e -, 

A 

Siccome questa proposizione è già stata dimostrata 

nel caso in cui sia supponiamo 

A A 

e siano d e b' i complementi di a e di b; si avrà 
a'-j- 6'<C e quindi 

sen (a'~ f- b') — sen a' cos 6'+ cos d sen b\ 
cos («'-+- b') = cos a' cos b ' — sen a' sen b'. 



7 T 7T 

Ponendovi in luogo di a' e di b' i loro valori ^ — a e-^ — 6, 
si ha 



sen (n— a^-b) p= sen Q — aj cos ^ — ò j -+- cos — aj senQ — 6^ , 
cos( 7r — a-hb) j= cos ajcosQ— bj — sen ^ — a^sen(~ — bj. 



« 

% 
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Rammentandoci che due archi supplementarii hanno 
seni eguali, e coseni eguali e di segno contrario, e che 
perciò 

sen (7 r — (a 4 - ò) }= sen ( a 4 - b) 
e 

cos (?r — a -4- ò) == — cos (a-hb), 
queste due forinole si trasformano nelle altre 



sen (a 4 - b) — sen a cosò -+- sen b cosa, 

cos (a~hb) = cos a cosò — sen a sen b ; 

»■ , 

che coincidono colle forinole (1) e (2). 

2°. Se le forinole (1) e (2) sono vere per due ar- 
chi a e b, saranno vere ancora aggiungendo ad unq 



degli archi, 0 ad ambedue, il 

1 

tiplo qualunque di 

Zi 

Per ipotesi si ha: 



quadrante -, 0 un mul- 
Z 



sen (a 4 - b) = sen a cos b 4 - sen b cos a , 
cos (a 4- b) — cos a cos b — sen a sen b. 



Sia o' = a 4 - ^ ; sarà a = a! — e quindi 

sen ò — |) = sen («'— |) cos b 4 - cos (a — sen b, 

cos (a'-hb — |) = cos (a— |) cos b—sen («'— |) sen b. 
Qualunque sia l’arco x, si ha 

sen (x — 0 = — sen = — cos x, 

co s (x-?)=cosQ-x)=jep*, / 

JF ft* 
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e quindi le formole precedenti divengono: 

cos (a'-f- b ) = cos a' cos b 4- sen a' sen b , 
sen ( a'~h b) = sen a' cos b -+- cos a' sen b , 

e queste non sono altro che le formole ( 2 ) ed ( 1 ), nelle 

quali si sia posto a' o a ^ in luogo di a. 

Se dunque le formole (1) e (2) sono vere per due 
archi a e b, lo saranno pure quando si aggiunga all’uno 

di questi archi ^ o un multiplo qualunque di e lo 
stesso avverrà evidentemente, se si aggiunge anche al 
secondo arco un multiplo qualunque di 

Le formole (1) e (2) sono dunque vere per tutti i 
valori positivi di a e di b. 

Supponiamo infatti che gli archi a e b contengano 
il primo m , ed il secondo n quadranti , e poniamo 



a — m 5 + a\ 



b = n --t-b'; 



gli archi a' e b' essendo ognuno minore di un quadrante; 
le formole ( 1 ) e ( 2 ) saranno vere allorché ad a e b si siano 
rispettivamente sostituiti a! e b'; dunque, per ciò che pre- 
cede, esse lo sono pure per i valori m ^ -t- a' ed n ^ b' 
di a e di b. 

3°. Le formole (1) e (2) sono vere per valori qua- 
lunque di a e di b , V uno positivo e V altro negativo. 

Supponiamo a positivo e b negativo, ed indichiamo 
con k un numero intero positivo tale, che 2 kn sia mag- 
giore del valore assoluto ,di b; 2 for b sarà perciò un 
arco positivo e quindi avremo 

sen(a+2kn-\-b) = sena cos (2kn-j- b) -hcosa sen ( 2 A- 7 T-I- 6 ) , 
cos (a-i-2kn-hb) = cosa cos (Zkir-hb) — senascn^lkn-\-b). 
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Ma sappiamo che 

sen (2 kn -f- x) = sen x e cos (2kn + #) — cosx; 
perciò si avrà 

sen (a -+- b) = sen a cosb-+- sen b cos a, 
cos ( a-hb ) — cos a cos b — sen a sen b, 

anche per qualunque valore negativo di uno di questi 
archi. 

4°. Le formole (1) e (2) sono vere per valori nega- 
tivi qualunque di a e di b. 

Sia 

a — — a\ b — — b', 

essendo a' e b' due archi positivi. Si avrà 

sen (a'+ b') = sen a! cos b'-h sen b' cos a', 
cos (o'h- b') = cos a' cos b ' — sen a' sen b'. 

Ponendo in queste formole — a e — b in luogo di a' e 
di b\ siccome si sa che 

sen ( — x) = — senx, cos( — x) = cos x , 

otterremo 

sen (a-hb) = sen a cosb 4- sen b cos a, 
cos ( a + 6 ) = cos a cosb — sen a sen b. 

Le formole (1) e (2) sono dunque dimostrate per qua- 
lunque valore positivo o negativo degli archi a e b. 

Le formole (3) e (4) si possono dedurre dalle for- 
mole (1) c (2), cambiandovi b in — b; e per conseguenza 
esse sono pure vere per tutti i valori di a e di b. 

38. Osservazione. Non solo le formole (3) e (4) 
sono comprese nelle formole (1) e (2); ma ancora ognuna 
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di queste ultime è una conseguenza dell’altra. Infatti, 
prendiamo la prima 

a en (a 4- ò) = sen a cosò- 1 - sen b cos a; 

siccome essa è vera per due archi qualunque, ponia- 
movi ^ — a in luogo di a, e —b invece di b; con ciò 
si otterrà 



sen (^— a — bj = sen a j cos( — b)+sen(—b)cos ^ — aj ■ 



ossia 



cos (a 4 - 6) = cos a cos b — sen a sen b, 



cioè precisamente la forinola (2). Reciprocamente si può 
dedurre la forinola (1) dalla forinola (2). Perciò le quat- 
tro formole (1), (2), (3) e (4) si Riducono in fondo ad una 
sola; ma è spesso utile di considerarle tutte e quattro. 

39. Si possono facilmente trovare i seni e coseni 
della somma di un numero qualunque di archi, allorché 
sono dati i seni e coseni df ognuno di essi. Se, per es., 
a, b, c sono tre archi qualunque, si ha 

sen (a 4- b 4 - c) — sen (a 4 - b) cos c 4 - cos ( a 4- b) sen c, 
cos (a 4 - b -+■ c) = cos ( a -b 6) cos c — sen ( a 4- b) sen c. 

Ponendo in luogo di sen (a -4- b) e cos(a-\-b) i loro va- 
lori , si ottiene 

sen {a -h b 4 - c) = sen a cos b cos c 4 - sen b cos a cos e 
4 - sen c cos a cos b — sen a sen b sen c, 
cos (a 4 - b 4 - c) = cos a cos b cos c — cos a sen b sen c 
— cos b sen a sen c — cos c sen a sen b. 

Trovate cosi le formole che danno i seni e coseni della 
somma di tre archi, si potranno ottenere quelle che 
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danno i seni e coseni di una somma di quattro, poi di 
cinque archi e cosi di seguito. 

40. Tangenti e cotangenti. — Proponiamoci ora di 
trovare la tangente e la cotangente della somma di due 
archi, conoscendo le tangenti o le cotangenti di questi 
archi. 

Se si indicano con a e con b due archi qualunque 
positivi o negativi, si ha 



tang (a-hb) — 



sen (a-ì-b) 
cos ( a-ì-b ) 



sen a cos b- f- còs a sen b 
cos a cos b — sen a sen b 1 



e dividendo i due termini di questa espressione per 
cos a cos b, si ottiene 



( 5 ) 



tang (a -j- 6) — 



tang a -t- tang b 
1 — tang a tang b 



Cambiando in questa formola b in — b, si avrà l’altra 



( 6 ) 



tang a — tang b 
ang (a ) 1 -^-tang a tang b 



Per ottenere col (a + b) espressa in funzione di cot a 
e cotb, si porrà 



cot (a + b) — 



cos (a -+- b) 
sen ( a - 4 - b ) 



cos a cos b — sèi a s&n b 
sen a cos b -i- cos a senjb ' 



e quindi, dividendo sotto e sopra per senasenb, si avrà 



cot (a -+- b) — 



cot a cot b — 1 
cot a-h cot b 



41. Osservazione. Si può fare su questi valori una 
osservazione molto importante: cioè che tang (a-ì-b ) 
e cot (a-ì-b) sono espresse razionalmente in funzione 
di tang a e di tangb, di cot a e di cotb, mentre è im- 
possibile di esprimere razionalmente sen(a-\-b ) in fun- 
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zione di sena e di senb, o cos (a-f-ò) in funzione di cosa 
e di cos b. Infatti, se nell’espressione di sen(a-\-b) si 
pongono per cosa e cos b i loro valori \/i — sen*o, 
\/\— seri 1 b, questa espressione conterrà dei radicali; 
lo stesso avviene allorché nell’espressione di cos(a-t-ft) 
si sostituiscono a sena e sen b i loro valori y/i — cos 1 a, 
Vi — cos * b, fuorché nel caso particolare in cui b = a. 

42. Si può pure esprimere la tangente della somma 
di più archi, in funzione razionale delle tangenti di questi 
archi. Siano, per esempio, a, b, c tre archi qualunque: 
si avrà 



tang (a+i + c) = 



tang (a -4- b) -+- tang c 
1 — tang ( a H- b) tang c 7 



e sostituendovi per ta?ig(a-hb ) il suo valore, si ottiene 



lantj{a-\-b-+-c) 



tang a -+• tang fr-i- ta n g c — tang a tan g b tango 
1 — tang a langb — tang a tangc — tang b tango 



In generale, se si hanno m archi a, b,c,..., I, e che 
si indichi con S { la somma delle loro tangenti , con Sj la 
somma dei prodotti di queste tangenti a due a due, 
con la somma dei loro prodotti a tre a tre ec., e final- 
mente con S m il prodotto di tutte le tangenti, sarà facile 
il dimostrare questa formola notevole 



tang (a - 4 - b -+• c . . . -f l) — 



Si — S 3 -r- S 5 — ... 

1 — Sì -f— <s* — . . . 



0 



(*) Si dimostra questa formola, facendo vedere che, se 
è vera per la tangente della somma di m — 1 archi, si ha la 
medesima espressione per la tangente della somma di m archi. 
Sia dunque 

tang (<n-6-t-c-+-...-+-fc) = * 3 * 8 ~~ " ‘ , 

1 — Sj ■+• — ... 
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43. Le secanti e le cosecanti si usano di rado, e 
d’ altronde si possono ottenere facilmente i valori di 
sec (« 4 - 6 ) e di cosec (a-f- 6 ), poiché sono i valori inversi 
di sen(a + b) e cos(a-f-fc). 



Forinole importanti dedotte da quelle 
per l’addizione desìi archi. 

44. Dalle forinole 

sen (a b) — sen a cos b -f- cos a sen b , 
cos (a -f- b) — cos a cos b — sen a sen b , 
sen (a — b) — sen a cos b — cos a sen b , 
cos (a — b) — cos a cos b -+- sen a sen b , 



essendo gli archi a, b, c...k in numero di m — 1. Avremo 

lang[{a-+b+c-*-...-i-k)+t\ = la n 9 1 

i—lang(a-t-b-i-c...-i-k)tangl 

-+- 4) il suo valore, si 



Sostituendo per lang (a -i~ 6 -+- c 
ottiene 

S t *3 ■+• *5 

M 

b 



c . 



lang {a 

__ Sj -+- lang l — ■ 



[j _ 1 *» _■+■ 



lang l 



s i — jg ~+~ fs — • • 
1 — s, -i- — . . 

■ s, lang l + *,+ lang l — . 



1 tang l 



l - ~ lang l -+- $ ^ — f- s 3 lang l — , , , 

Ma si ha evidentemente 

s, -+- tang l = S it 



— s ì — tang 1 — — 

— «a ~ *s tang l = — S 3 , 
*4 •+■ s 3 tang 1 = S k , 
«*-+- smangi = S t , 



dunque 

lang (a -i- 6 -t- e 



. . -H Jk -t- 1) = ^ ~ , 

1 — • • • 
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si deducono per addizione e sottrazione le altre 

sen (a H- b) ■+■ sen (a — b) — 2 sen a cos b, 
sen (a-i-b) — sen (a — 6) — 2 cos a sen b , 
cos (a-hb)-h cos (a — b) = 2 cos a cos b, 
cos (a rb b) — cos (ci'fr b) = 2 sen a sen b. 

• — T r 

Se si pone 

a b=p, a — b = q , 

si avrà 

1 1 

a = %(j> + q), b — ^(p g); 




e quindi le forinole precedenti divengono 

S sen p -h sen g — ZsenKp -{- q) cos \(p — q ) , 
senp — sen q —2 se,n\{p — q)cos\ (p -+- <7), 
j cos p H- cos q— < ‘lcos\(p-\-q)cos\{p — <7), 
\ cos q — cosp — 2 sen \ (p ~h <7) sen^ (p — q). 



Queste ultime forinole, che si usano molto di frequente, 
servono a trasformare la somma 0 la differenza di due 
* oeni 0 di due coseni nel prodotto di seni e coseni. 

, Si può pure esprimere con un prodotto la somma 
0 la differenza di un seno e di un coseno, poiché si ha 




cosicché applicando le formole (2) si otterrà 



( 3 ) 



I cos p+sen <7 = 2 sera Q ) cos , 

j cosp - sen q = 2 sen (j — cos (£— ^p)* 



Dividendo due a due le formole ( 2 ), si trovano le 
seguenti formole, che importa tenere a mente: 
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(4) 



seti p-+- sen g sen \{p + q) cos\ ( p — q) 

sen p — sera q sen ^ ( p — q) cos a (p q) 

_ tang Hp-h q) 

~ tung\(p — q y 

senp ~h sen q sen t ( p -\-q) 

cos p~h cosq cos \(p -+- q) ^ an Ol ÌP + Q), 

scnp-hsenq cos\{p — q) 

cos q — cosp se»! ÌP — Q) cot ^(P 

se» p — se» q sera-! ( p — q) 

cos p-hcos q cos ì (p — q) ^ an 9\ (P QÌì 

sen p — sen q cos \(p -+■ q) 

cos q — cos p se» ! (p-hq) COt ^P 9) i 

cos p-\- cos q cos \{p-+- q) cos $(p — q) 

cos q — cosp~ sen ! (p -+- q) sen \{p — q) 

= c °t 1 (P + Q) cot \ (p — q). 



45. Anche la somma o la differenza di due tangenti 
può trasformarsi in un prodotto di linee trigonometri- 
che. Infatti si ha 



. se» a , sera b 

tana a ± tana b = ± r = 

. cos a cos b 



seti a cosb±scnb e* 



cos a cos b 






ovvero 

( 5 ) 



tang a ± tang b 



sen (a b) 
cos a cos b 



Nello stesso modo si ottiene 



col a=t col b = 
cot a dr tang b = 



sera ( b dr a) 

sera a sen b 1 

cos ( a b) 

- ■ • 
se» a cos b 



« 



Se si moltiplicano fra loro le eguaglianze 

sera (a -+■ b) — sen a cos b •+- sen b cos a, 
sen ( a — b) — sen a cos b — cos a sen b. 



Digitized by Google 




44 TRATTATO DI TRIGONOMETRIA. 

si avrà 

sera (a + b) sen (a — b) — serica cos 9 b — cos* a sen 9 b 
— (1 — sen 9 b) seri* a — (1 — sera 2 a) sera* b 
= (1 — cos* a) cos* b — (1 — cos* b) cos 9 a. 



ovvero 

(G) sen ( a-hb ) sen ( a — b)— sen 9 a — sera* b = cos* b — cos*a , 
forinola utile ad osservare. 



Applicazioni delle formole precedenti. 



46. Applicheremo ora le formole precedenti alla 
soluzione di alcuni problemi. 

Problema I. Trovare il lato del poligono rego- 
lare di quindici lati, inscritto nel circolo il cui raggio 
è V unità. 

Sia x il lato cercato; si ha (§ 12) 



Ma 



onde 



x =2 sera 

1 1 _ 1 

15 6 IO 5 



_ /7T 7T \ 7T 7T _ 7T 7T 

a? = 2 sera f g — = 2 sera g cos jg — 2 cos g sen jg 

Si è trovalo (§ 12) 

-1+1/5 



7T 1 
6 

e se ne deduce 

i 

6 ~2~’ 



sera g — 2 , 



7T \/3 

COS -3 — 



sen 



10 



7T v/ 10 + 2i/5 

cos iò = “ — 
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quindi sarà 

x = \/ IO -+- 2 y/ 5 — ^ y/3 ( — 1 -+- ■y/ o). 

f 47. Problema II. Dimostrare che se a, b, c sono 
tre archi la cui somma sia uguale a ir, si ha 

cos*a + cos*b -+- cos*c-h 2 cos a cos b cosc= 1. 
Dalla relazione 

a + b = 7r — c, 

si ricava 

cos (a -+-b) = — cose, 

ovvero 

cos a cos b -+- cos c— sena sen b. 

Innalzando al quadrato si ottiene 

cos*a cos ì b -t- cos*c + 2 cosa cos b cose — sen* a sen*b 
— (1 — cos 9 a) (1 — cos*6), 

ossia, facendo le riduzioni e trasportando, 

cos 9 a -f- cos ì b -f- cos 9 c -+- 2 cosa cos b cose = 1 , 

come si voleva dimostrare. 

Osservazione. Per verificare la relazione indicata, 
si potrebbe sostituire a c il suo valore ir — a— b, e di- 
mostrare quindi che essa diviene così identica. In ge- 
nerale per verificare una relazione V— 0 fra le linee 
trigonometriche di m archi , legati fra loro da m — n 
equazioni , si ricaveranno da queste equazioni i valori 
di m — n archi in funzione degli altri n, e si sostituiranno 
nell’equazione F=0, la quale diverrà allora una iden 
tità. Per rendere l’ identità manifesta, basterà esprimere 
tutte le linee trigonometriche di ogni arco in funzione 
di una qualunque di esse. 
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48. Problema III. Trovare la relazione che deve 
esistere fra Ire archi i cui coseni verificano la relazione 

cos~a -4- cos ì b 4 - cos’c 4-2 cos a cos b cos c = 1. 



Questa relazione può scriversi, aggiungendo e togliendo 
nel primo membro cos'b cos'c, 

(< cos a-hcosb cos c) 2 — cos'b cos ì c 4- cos'~b 4 - cos'c = 1, 
ovvero 

(cos a 4- cos b cos c)*= 1 — cos* 6 — cos 2 c -4- cos 2 6 cos t c 
— (1 — cos ì b)( 1 — cos'c) — sen'b sen*c , 

o finalmente 

(cos a-h cos b cos c) 2 — sen*b sen'c — 0. 



Siccome il primo membro è la differenza di due qua- 
drati, esso può decomporsi in fattori ; onde sarà 

(cosa-{-cosbcosc — senbsen c)(co$ a-\-cosbcosc-\- sen bsenc)= 0, 



ossia 



[ cos a 4- cos(b 4- c)][cos a 4- cos(b — c)] = 0. 
Finalmente, applicando le formole del § 44, si ottiene 



. o4-64-e 

4 cos — ^ — cos ~ 



-a~hb-hc a- 
■cos — 



2 



b-\-c a-hb — c 

cos — — = 0, 



2 



e questa equazione non è altro che la proposta messa sotto 
un’altra forma. Perchè essa sussista, basta che sia nullo 
il coseno di uno degli archi 

o 4- ò 4- c — a-f-b + c a — b~hc a-hb — c 
2 ’ 2 ’ 2 ’ 2 ’ 

e quindi che uno di questi archi sia uguale a (2^4- 1)^, 

indicando con k un numero intero positivo, nullo 0 ne- 
gativo. 
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Gli archi a, b e c devono dunque soddisfare ad una 
di queste quattro relazioni 

a + b -t- c = (2A ■+• 1) 7r, 

— a -+- b + c = (2A; + 1) tt, 
a — 6 -+* c = (2 k -+- 1) 7T, 
a 4- b — c = (2A: -f- 1) 7r. 



49. Problema IV. Trovare la somma dei coseni 
di n archi 

a , a -J- h , a -ìr 2 h , . . . , a -f- (n — 1) h 



in progressione aritmetica. 

Sia i un numero intero qualunque; si ha per la se- 
conda delle forinole (1) del § 44 



2 seti - cos [a - 

li 



-ih) 



sen 



( 2i+ 1 - \ / 2t — 1 , \ 

la-t — hi — sen la-) — hj. 



Dando successivamente ad i i valori 0, 1, 2, 3 ... n — 1, 
si ottiene 



_ h ( h\ ( h\ 

2 sen ^ cos a — sen ( 1 « ■+ g ) — sen V a — 2/ ’ 

2 sen | cos (a -hh) — sen -h — sen ( a + §) ’ 

_ h ( 5/t\ / 3A\ 

2 sen ^ cos (a -+- 2A) — sen + — J — sen (a 4- ~^-j , 



2 scn^ cos [a-t- (n — 1)4] = sen ^a-+- 2t *^ 4^ — sen 4 j . 



Sommando queste uguaglianze membro a membro, e 
facendo le riduzioni, si trova 

2 sc«| j cos a-+-cos(a-i-À)-+-cos(a-ì-2A)-+- . . . cos[a-*-(« — 1) A] \ 
= sen {a Jij — sen (« — 
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cos a ■+■ cos (a-t- A)-+- cos (a -«-2 h ) . . . -+- cos [a -i- (n — 1) A] 

/ 2n — 1 ,\ / h\ 

sen fa -f- — ^ — %) 




Se colla seconda delle formole (1) del § 44, si trasforma 
il numeratore del secondo membro in prodotto di seni 
e coseni, si ottiene la formola richiesta 



n — 1 > 



Corollario. Se in questa formola si cambia .a 

• r 

in ^ — a e h in — h, si ottiene 
< sena-*- senla-*- h)-\- sen(a-+-2A)...-+-sen[a-»-(n — i)A] 

sen y sen [a h h J 

= h ’ 

sew 2 

formola che ci dà la somma dei seni di n archi in pro- 
gressione aritmetica. 



Formole per la moltiplicazione 
itegli archi. 

50. Seno e coseno, — Se nelle formule 

i sen (a •+• b)~ sen a cos b -f- sen b cos a, 

I cos (a 4 - b) — cos a cos b — sen a sen b , 
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si pone 6 = a, si ottiene 



(2) 



sen 2a = 2 sen a cosa, 
cos 2 a = cos* a — serfa. 



Queste formole danno i valori di senla e cos%a in fun- 
zione di sena e di cos a. Se si vogliono esprimere queste 
linee in funzione di sena e di cosa soltanto, converrà 
sostituire a cosa, Vi — sen'a, e a sena, Vi — cos'ai 
si trova così * 1 - ! 7 v 

1 sen 2a = =b 2 sen a \/i — fen'a, 

2 cos a v/1 — cos*a, 

| cos 2a = 1 — 2 sen'a , 

\ =2 cos'a — t. 



Da queste forinole risulta che cos 2 a si può esprimere 
razionalmente in funzione di cosa 0 di sena, mentre è 
impossibile di esprimere seh2a in funzione razionale di 
sena, ovvero di cosa. Perciò se si conosce il valore 
di sena o quello di cosa, cos'ha è pienamente deter- 
minato, mentre si otterrà soltanto il valore assoluto 
di sen2a. Si può facilmente trovarne la ragione. 

51 . Supponiamo dapprima che sia dato il valore 
di sena, e poniamo 

sen a — A. 

L’arco a è indeterminato ed i suoi valori, in numero 
infinito, sono dati dalle due forinole (§ 25 ) 

o = 2A7r-t-«, a = (2A; -f- 1) n — a, 

nelle quali a indica un arco determinato che ha per 
seno A. Perciò i valori di senZa e cos^a sono dati dalle 
formole 

sen 2a = sen (hkir 2a) = sen 2 « , 

sen 2 a = sen (kki r -+- 27 t — 2 «) = — sen 2 «, 

* 
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cos 2 a = cos (kkn +■ 2 a) — cos 2a 
cos 2 a = cos (4&7r -t- 2ra — 2a) = cos 2«. 



Onde si vede che serica può prendere i due valori 
db sera 2a, mentre cos2a ha il valore unico cos 2«. 

Lo stesso avviene se è cognito il valore di cos a. Sia 

cosa — A, 

. 

% _ 

ed a. un arco determinato* che abbia per coseno A; i va- 
lori di a sono dati dalla formola 



a = 2A‘7t dr a , 

e quindi quelli di sera2a e cos2a saranno determinali 
dalle formole seguenti: 

sen 2o = seti (kkn db 2a) = d= sen 2 « , 
cos 2a— cos (kkn db 2») = cos 2a ; 

sera2a ha dunque due valori eguali e di segno contrario, 
mentre cos 2 a ha un valore unico. 

52. Se nelle formole (1) si pone b = 2a, si ottiene 

sen 3a = sera a cos 2 a 4- cos a sen 2 a , 
cos 3o = cos a cos 2 a — sera a sen 2 a; 

• ' f •* 

e sostituendovi per sm2a e cos2a i loro valori dati 
dalle formole (2), si avrà 

s 

. . I sera 3o — 3 sera a cos 3 a — sen 3 a , 

' ' 1 cos 3a = cos 3 a — 3 sen 3 a cos a ; 



formole che ci danno le espressioni di sera 3 a e cos 3 a 
in funzione di sena e di cosa. Se nella prima si pone 
in luogo di cos*a, 1 — sen*a, e nella seconda 1 — cosaci 
invece di sen*a, si ottiene riducendo 



( 5 ) 



sera 3a = 3 sen a — 4 sen 3 a , ^ 
cos 3a = 4 cos 3 a — 3 cos a. ) 
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sen3a e cos3a possono dunque esprimersi razionalmen- 
te, il primo in funzione di sena, il secondo in funzione 
di cosa, mentre è impossibile trovare una espressione 
razionale di sen3a in funzione di cosa, o di cos3a in 
funzione di sena. Da ciò risulta che dato sena, sen3a è 
pienamente determinato, mentre si ottiene soltanto il 
valore assoluto di cos3a, e che al contrario dato cosa, 
cos 3a è determinato, e sen 3a non lo è. Si può dimo- 
strare a priori questa verità, con considerazioni analo- 
ghe a quelle del § al. 

53. Supponiamo che sia dato sena — A. I valori 
dell’ arco a sono 

a = 2 kn + a, a = (24’ + 1) n — a , 

formole in cui « è un arco determinato di cui il seno 
è vi. 1 valori di sen 3a e cos 3 a sono perciò 

| sen 3a = sen (Gkn -+■ 3<x) = sen 3x, 
f sen 3 a — sen (C kit -i- 3n — 3a) = sen 3x ; 

e 

Ì cos 3 a = cos (Gkn -f- 3«) = cos 3x, 
cos 3 a — cos (Gkn •+■ 37r — 3») = — cos 3x ; 

onde si vede che sen3a ha un solo valore sen 3a, men- 
tre cos 3a ha due valori zt cos 3a. 

Il contrario avviene se è dato cosa = A; i valori 
di sen 3a e cos 3 a sono allora 

sen 3a — sen (Gkn d= 3a) — d= sen 3x , 
cos 3 a = cos (Gkn de 3a) = cos 3x ; 

cosicché sen3a ha il doppio valore desen3x , e cos3a 
ha il valore unico cos 3a. 

54-. Se si conoscono i valori di senili — l)a e di 
cos(m — 1)« in funzione di sena e di cosa, si avranno 
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quelli di senma e di cosmo, ponendo b — (m — 1) « 
nelle forinole (1), le quali divengono allora 



sen ma = sen a cos (m — 1) a -+- cos asen(m — 1) a , 
cos ma = cos a cos ( m — 1) a — sen asen(m-l) a; 



e sostituendo a sen(m — l)o e a cos {in — \)a i loro 
valori già cogniti, si otterranno così quelli di senma 
e cos ma. 

Da ciò risulta che si potranno calcolare successi- 
vamente con questo metodo i valori di sen \a e cos ka , 
di sen 5 a e cos 5a in funzione di sen a e cos a. Ma non 
spingeremo più oltre questi calcoli, tanto più che da- 
remo in seguito un metodo generale per ottenere i valori 
di senma e di cosmo , qualunque sia l’ intero m. 

55. Tangenti e cotangenti. — Se nella forinola 



( 6 ) 



tang (a 4- b) — 



tang a ■+■ tang b 
1 — tang a tang 6 1 



si pone b — a, si ottiene 



(?) 



tang 2 a = 



2 tang a 
1 — tang ì a ’ 



forinola che dà l’espressione di tang 2a in funzione ra- 
zionale di tang a. 

Se nella formola (6) si pone b = 2 a, essa diviene 

_ tang a - 4 - tang 2a 

tang 3 a — - 4 — * _ 

9 1 — tang a tang la 



e sostituendovi per tang 2o il suo valore, 



tang 3 a — 



3 tang a — tangja 
1 — 3 tang'a 
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In generale, se si conosce tang(m — 1 )a, tangma sarà 
data dalla forinola 

tang a 4- tang ( m — \)a 
ang ma j — tang a tang {m — ljo 

Si potrebbero così calcolare successivamente i va- 
lori di tangka, tangha ec., i quali saranno tutti espressi 
per funiioni razionali di tang a; ma daremo in seguito 
l’espressione generale di tangma, in funzione di tang a. 

56. Si può dimostrare a priori, che essendo dato il 
valore .4 di tang a, quello di tangma è determinato. 
Infatti , se a è un arco determinato la cui tangente è A, 
i valori di a si ricavano dalla formola 



a — kn + x.y • > 

v 

e quelli di tangma dall’altra 

tang ma = tang (mkn 4 - ma) — tang mx ; 



onde tang ma ha il valore unico tang mx. 
57. Se nella formola 



cot (a 4- b) = 



coi acotb — 1 
cot a 4- cot b 1 



si fa b = a, sarà 



cot 2 a = 



cot*a — 1 
2 coi a 



Questa formola può ancora dedursi dall’espressione di 
tangma in funzione di tango ponendovi in luogo di tangma 

1 1 

— e in luogo di tang a, in generale, se si ha 

l’espressione di tangma in funzione di tango, sosti- 

tuendovi — - — invece di tang ma , e — — in luogo di 
cot ma cot a 
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tango, si otterrà l’espressione di colma in funzione 
di cot a. (*) 

Della divisione degli «pelli. 



58. Seni e coseni. — Se nelle formole 

sen 2a — 2 sen a cosa, 
cos 2 a = cos 1 a — sen 1 a , 



si cambia a in | a, si ottiene 

sen a = 2senlacosla, 
cos a — cos * | a — sen 1 \ a. 



( 1 ) 



Per mezzo di queste formole si possono calcolare i 
valori di sen\a e cos|o, in funzione di cosa, o di sena. 
Esaminiamo ciascheduno di questi due casi. 

59. Dato cosa, trovare senja e cos£a. 

Dalle due formole 



/ 



cos 1 i a — senJ{ a = cos a, 
cos 1 \a + sen 1 \a — 1, 

si ricava per addizione e sottrazione 

,V 

1 -t- cos a 



cos = • 



sen'l a 



cosa 



(*) Si può facilmente ottenere una espressione notevole 
di col2a, in funzione di cola e di langa. 

Si ha infatti 



cot 2a 

e quindi siccome 



1 _ 1 — lang*a 

tang 2 a ~ 2 tang a ’ 

1 



langa 



= cot a, 



1 1 

cot 2 a = - cola — - lang a. 

Jl 2, 
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onde si avrà 

„ . ^ /I — f- cosa , , . fi — cosa 

(2) coslc^i-y — ^ = 2 — • 

Da queste forinole si vede che i valori assoluti di sen\a 
e cosja sono determinali, ma non già i loro segni. 
Questo risultato può spiegarsi con considerazioni analo- 
ghe a quelle che abbiamo già fatte. Sia A il valore dato 
di cosa, ed « un arco determinato il quale ha per co- 
seno A; sappiamo che i valori dell’arco a sono dati 
dalla formola 

a = 2/c7r d= « ; 

onde quelli di sen la e di cos^a si ricaveranno dalle 
formolo seguenti: 

sen \a — sen (kn de * «) 
cos la = cos (kn rt £ a). 

Se si prende per k un numero pari, queste formole ci 
danno f 

sen la — ± senio . , 
cos la = cos lo; 

mentre se si prende per k un numero dispari esse di- 
vengono 

senio — qz sen\ a, 

cos*a = — cos\o; l 

ciò che mostra che tanto scn\a che cos la possono pren- 
dere i due valori db serata, e ±cos£a. 

CO. Se è dato l’arco a, si potranno ottenere i valori 
di sen\a e cosi a dalle formole (2), poiché allora i segni 
di senio e cos\a saranno già noti. Si voglia, per esem- 
pio, ottenere il valore di sen ^e di cos^, sapendo che 
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il coseno di ^ è ^ ; dalle forinole (2) si ricaverà 
b 2 



n y/2 4- y/3 



C0S 12 = 



7t \/2 — v/3 



sen j2 = 



61. J Dato sena, trovare sen|a e cos|a. 
Dalle due forinole 

2 sen|a cos|o = sen a, 
sen'{a -+- cos'ha = 1 , 

si deduce per addizione e sottrazione 

(cos| a -+■ senio) 1 = 1 4- seti a , 
(cos^a — sen|a)*= 1 — sen a, 

ovvero 

cos^a 4- sen^a — 4= v/1 -f- sena, 
cosia — sen| a — 4= y/i — sena. 



e per conseguenza si ottiene 

cos |a = ±|(V/l 4- sen a '±V/i — sen a), 
sen\a — ± | (v/ 1 4- sen a =p y/\ — sen a). 

In queste due forinole, i segni superiori o inferiori, fuori 
delle parentesi o dentro di esse, si corrispondono; ma in 
ognuna il segno fuori della parentesi è indipendente da 
quello dentro la parentesi. Si hanno perciò quattro va- 
lori per cos\a, ed altrettanti per sen\a; ed è da notarsi 
che i valori di cos|o sono precisamente i medesimi che 
quelli di sen\a. Questo risultalo si può spiegare nel 
modo seguente. 

Sia A il valore dato di sena, ed a un arco deter- 
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minato che abbia il suo seno eguale ad .4. I valori di a 
si ricaveranno dalle Corniole 

a — 2kn 4 - a e a = (2kn -Hi)* — a; 

onde quelli di seni a e cosi a saranno 

cosia = cos (kn -+- i a), senio = sen (kn -+- J a), 
cos\a — cos{kn +^ — s a )* sen{a= $en(kn-k-^ — ja). 

Se si prende k eguale ad un numero pari, si avrà 

cosia — cosi » , cosia = cos = sen|«, 

senio — seni», senio = sen(^ — = cos|a; 

e se si prende k uguali ad un numero dispari, sarà 

cosia = — cosi*, cos io — — cos Qj — == — s en i * , 
senia = — seraja, senio = — sen (^“~^) — — cosi». 

Da ciò risulta manifesto che cosi a e senio hanno 
ognuno i quattro valori rfccos^a e ±sen|a. 

62. Se è dato l’arco a, si possono calcolare dalle 
forinole (3) i valori di cosia e senio nel modo seguente. 
Essendo noto l’arco a, si conoscono i segni di cosia e 
di senio; e siccome dei quattro valori, somministrati 
dalle forinole (3), due sono positivi e due negativi, si 
dovranno, secondo i casi, rigettare 0 i due valori nega- 
tivi 0 i due positivi, e non resterà più che a scegliere 
fra gli altri due. Supponiamo, per fissare le idee, che 
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sena sia positivo, al pari di sen\a e cosfa; si avrà 



cos\a — H- H\/l sen a d= y'i — sen a), 
sen\a = -f- $(\/l -+- sen a =p \/i — sen a). 



Se ora si riduce l’arco *a al primo quadrante, si otterrà 

un arco maggiore o minore di nel primo caso, si 

ha se«}a>cosja, e si prenderanno in queste for- 
inole i segni inferiori; nel secondo caso deve essere 
sen^a<C.cos^a t e quindi si prenderanno i segni supe- 
riori. 

Si vogliano, per esempio, i valori di cos~ e sen—, 

12 12 

sapendo che sen^ = ~-, si avrà 
o 2 



cos iì~ì Vg ’ 

sen k = iVl~Wi (,) 



(*) Questi valori di cos£- e sen^r si possono facilmente 

I Ita 

dedurre da quelli che abbiamo ottenuti nel § 60. 

Si aveva 



v/3 



ir a/2 -+- 

eot n= ± -* 



ir a /2 — v/3 

sen i2 = *—r^-' 



Innalzando a quadrato 



7T 



co* 2 12 = 4(2-^ a/ 3 )» 

sen% Tì ~ ì( 2 ~ 
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63. Se nella forinola (§ 52) 

cos 3 a — h cos’a — 3 cosa 
si cambia a in |a, essa diviene 

COS 0 = 4 COS* vj — 3 COS Ty 
o o 

Questa equazione serve a risolvere il problema seguente : 
Conoscendo cosa, trovare cos 

Si ponga cosa = A e cos^ — x; l’equazione pre- 
cedente diviene 

( 4 ) x ;i x ~ 4 = 0 . 

Essa è del terzo grado, e l’Algebra c'insegna che essa 
ha le tre radici reali. Ciò però si può dimostrare nel 
modo seguente. 

Se a è un arco determinato il cui coseno è A, i va- 
lori di a sono dati dalla forinola 

a = 2A‘7r rb «, 



ovvero 



cos* 



7C 

12 



sen* 



7T 

12 






Onde, estraendo la radice, si trova 

n 1/3 1/1 

C0S 12 — 2V2 _H 2V2’ 
„ 7T 1/3 1 /I 

12 2 y 2 2 V2’ 
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e i valori di x dall’ altra 



/2Arr 

x — cos f -g- : 



D- 



in cui si possono dare a k tutti i valori interi positivi, 
nulli, o negativi. Qualunque sia k, se si indica con i 
uno dei numeri 0, 1, 2, si potrà scrivere 

k = + t. 

Si avrà dunque 

X = cos (v + X ± g) - COS (?£ =t j) i 

onde, se si danno ad i successivamente i valori 0, 1, 2, 
x avrà i sei valori 



cos x. 



cos 



fà-rr a\ fkn a\ 

cos VT + 3/ ’ “HT+àJ’ 

/ — a\ /2 ir x\ (hn a\ 

cos It~ 3/’ cos vT~ àJ’ 



Conviene però osservare che questi ultimi tre valori 
sono rispettivamente eguali ai primi tre. Infatti essendo 

cos ( — x ) = cos x, 



si ha 



cos 



''OS 



( 2 rr 



r) — cos X, 




X 




\J = COS g, 




/27r a\“| 


l\lT X\ 


Va 3/ J cos * 


[-3 +3) 


(\it a\"| 


/2tt x\ 




tc| 

+ 

osi 
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L’ equazione (4) ha dunque le tre radici 

a /27r a\ /4 tt a\ 

COS g, COS ^-3 +• 3J 1 COS gj , 

le quali saranno generalmente diseguali, ed essa non 
ne può avere un maggior numero. Finalmente si cono 
sceranno questi tre coseni, ogni volta che si potrà ri- 
solvere 1’ equazione (4). 

64. Supponiamo che si sia preso per « il più piccolo 
arco positivo che ha per coseno A; si avrà <x< 0 —n. 

Prendiamo a partire dall’origine A l’arco AM = ^ 

ed inscriviamo nella circonferenza il triangolo equila- 
tero MNP; le perpendicolari abbassate dai tre vertici 
di questo triangolo sul diametro BB' perpendicolare 
ad AA prese col segno -b se sono dalla medesima 
parte che il punto A rapporto a BB', e col segno — 
se sono dalla parte opposta, rappresenteranno le tre ra- 
dici dell’ equazione (4). Infatti 

a 
3 
e 

_ r a\ 

PP=CO>( -J-bgj. 

D’altronde l’equazione essendo priva del suo secondo 
termine, la somma delle sue radici è nulla. Da questa 
osservazione si può dedurre questo teorema ben noto di 
geometria: 

Se dai tre vertici di un triangolo equilatero si ab- 
bassano delle perpendicolari sopra un diametro qua- 
lunque del circolo circoscritto , la somma delle due 
perpendicolari poste da una parte del diametro è 
uguale alla perpendicolare situala dall altra parte. 



Mm = cos g 1 



fin 

= cos{ 3 - 



Digìtìzed by Google 




62 



TRATTATO DI TRIGONOMETRIA. 



Si può dimostrare direttamente che la somma delle 
radici dell’equazione (4) è nulla. Infatti, questa somma è 



X ( 


27T x\ 


r\ir a\ 


COS g -+- COS ^ 




+ w, t7 + sl 



ossia, sviluppando cos^-f-g) e cos^-+-|), 



X . 


(. 2ir kir\ 


& ( 


( 2?r 


47T\ 


COSg | 


fi 4- COS -g- -f- cos — g-1 


— sen g I 


f sen -g- -f- sen 


~3J 



Ma si ha 



4tt 



2rr 



cos ^ — cos — cos ^ — 1 2^ 



kir 






scn-T£ — — sen -g- ; 

onde la somma proposta è evidentemente nulla. 

65. L’ equazione (4) ha due radici negative ed una 

positiva se A è positivo, ovvero « <^; contrario, 
essa ha due radici positive ed una negativa, se A è ne- 
gativo, ovvero 

2à 



Infatti, sia sempre AM = prendiamo l’arco 

O 

ÌWìV=-k-, il punto N cadrà evidentemente sulla semi- 

O 

circonferenza BA!B\ e si avrà 

« 2 ir i r x ir 

BN= 3~ h ~3~2 == 3'+~6' 



Ciò posto, se A è positivo, si ha e quindi 

ji O 
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2jt 

dunque prendendo l’arco NA'P—~ y il punto P cadrà 

O 

sulla semi-circonferenza BA'B'; e da ciò si conclude 
che l’equazione (4) ha due radici negative ed una po- 
sitiva. Se A è negativo, e a<V; per conseguenza 

sarà BN^>\ e < 5 . Il punto N cade dunque sul qua- 
drante B'A ; e siccome la sua distanza dal punto B è 
maggiore di prendendo l’arco NA'P — il punto P 

O O 

cadrà nel quadrante B'A; donde risulta che l’equa- 
zione (4) ha due radici positive ed una negativa. 

È facile il vedere che i valori assoluti delle radici del 

medesimo segno sono compresi uno fra 0 ed -, e l’altro 

1 

fra - e 1. Infatti, questi valori assoluti sono precisa- 
2 

mente le lunghezze Nn, Pp, le quali si possono consi- 
derare come i seni degli archi BN e B'P ; la somma di 

^é7T 7T 

questi due archi è uguale a n — — , ossia a cosicché 

O U 

l’uno di essi è minore e l’altro maggiore di per con- 
seguenza una delle lunghezze Nn e Pp è minore di sen ^ 

1 

0 di -, e l’altra è maggiore. In quanto poi alla terza 
2 

radice dell’ equazione (4) il suo valore assoluto % mag- 

1 

giore di poiché esso è uguale alla somma dei valori 
assoluti delle altre due. 

Da ciò si conclude, che se A indica, nell’equa- 
zione (4), il coseno di un arco dato a, si potrà sempre 
sapere quale è quella delle tre radici che è uguale 
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a cos 5 , giacché si conosce il segno di questo coseno e 

O 

si sa pure se il suo valore assoluto è maggiore 0 mi- 
nore di (') 

£L 

66 . Proponiamoci ora di trovare sen 5 , conoscen - 

O 

do sena. Se nella forinola 

sen 3a = 3sena — 4 sen s a , 

si pone ^ invece di a , si ottiene 

O 

3 (1 » 3 Cl 

sen x — k sen 
o o 

Poniamo sena=A, sen x; avremo l’equazione 

O 

(5) «P-J.+4-0, 

la quale si deduce dall’ equazione (4), cambiandovi A 
in — A. 

Per conoscere ciò che rappresentano le tre radici 

7T 1 

(‘) Cosi se A = cos - = -, l’ equazione (4) diviene 
o 2 




7 r . 

Siccome « = - , questa equazione ha due radici negative ed 

• 7T 

una positiva. D’altronde l’incognita x deve essere cos-; 
per cui la radice positiva è la sola che convenga al problema, 

l 

ed è compresa fra rei. 

2 * 
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di questa equazione, sia a un arco determinato il cui 
seno è A; i valori di a sono dati dalle forinole 

a — 2kn a, a = (2 k ■+■ 1) ir — a ; 

e quelli di x dalle altre 

ftkir a\ /2 k -+- 1 

OC — — ■ SCtl ^ “ —f"* 0 J ) X — ■ SC71 ^ ^ 7T 3/ 



Sia A == 3g * , ove i rappresenta uno dei tre nu- 
meri 0, 1, 2; queste formole divengono 



/_ 2«r a\ /2iir ot\ 

x = seti \^Lqir -j- -g — h gj = sen \ 3/ ’ 



: — sen ( 2 q 



TT-f 



2tH-l 



*-D = 



sen 



/2i -f- 1 
V 3 



*- 3 ); 



x ha dunque i sei valori seguenti: 




chi| 



tur » 5ir a 

-*"3 e T — 3’ a 



Ma i tre ultimi si riducono ai primi tre, poiché gli ar- 
3 ir a 2?r a ir a 

T “ 3’ ~3 3 e 3 3’ "3 

cui somma è uguale ad un numero dispari di semi-cir- 
conferenza, hanno il medesimo seno. L’equazione (5) ha 
dunque le tre sole radici 




Questo problema dà luogo ad osservazioni simili a 

$ 
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00 

quelle che sono state fatte nei paragrafi 6ì e 65. (*) 

67. In generale, se si vuole ottenere sera— o cos—, 

m m 

conoscendo sena o cosa, si formerà l’equazione che dà 
senma o cosma, e ponendovi ^ in luogo di a, si ot- 
terrà quella da cui dipende l’ incognita che si cerca. 
Questa equazione sarà secondo i casi del grado m o del 
grado 2»?. Tratteremo più tardi di questo importante pro- 
blema con tutta l’estensione che esso richiede: ma in- 
tanto giova osservare che la determinazione di sera — e 

m 

cos— non dipende da equazioni di secondo grado, se 
fra 

non quando fra sia una potenza di 2; poiché dopo di 
avere trovato serata e cos^a, in funzione di sena e cosa, 
coi metodi dei paragrafi 59 e 61, potremo trovare simil- 
mente quelli di seny e cos-, di sera^ e cos^, ec. 

4* O O 



( 4 ) Conviene però osservare che l’ equazione 






3 A „ 

i X *4=° 



ha sempre due radici positive ed una negativa. 

Infatti se a<^ e quindi i due archi e 

sono minori di tc, e perciò le due radici sen^, S6n (y ~*"I) 

sono positive. La terza radice scn -+- 0 è negativa. 

' 7 T 

Quand’anche poi sia «> 5 , sarà sempre a < n, e per- 

ciò onde, anche in questo caso, gli archi ^ e 

u o «I «5 «5 

sono minori di n, e quindi l’ equazione ha sempre due ra- 
dici positive. 
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68. Tangenti e cotangenti . — Trovare tang fa co- 
noscendo tanga. 

Nella formola 



tang 2 a = 



2 tang a 
1 — tang'a ’ 



poniamo fa in luogo di a; si ottiene 



tang a = 



2 tang la 
1 — tang* {a’ 



Facendovi tanga — A, e tang\a = x, si ha l’equazione 
(6) x* -f- ^ x — 1 = 0. 



Il problema dipende dunque da una equazione di secondo 
grado, e il prodotto delle radici di questa equazione è 
sempre eguale a — 1 , qualunque sia il valore di A. Per 
trovare ciò che rappresentano queste due radici, sia a 
un arco determinato di cui la tangente è A; i valori 
di a sono dati dalla formola 



a — krr -}- a , 
e quelli di x dall’altra 

x = tang {—■ -h faj. 

Se si prende per k un numero pari 2 q, quest’ ultima 
formola dà 

x = tang (qn + |*) = tang\x , 
e se per k si prende un numero dispari 20-1-1, sarà 

x = tang (qn + 1 -+• f a) = tang + 1 a ) 

= coi ( — fa) = — cot f a. 
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Da ciò risulta che i due valori di x sono tang\<x. 
e — cotffa, il cui prodotto è precisamente uguale a — 1. 

Se è dato l’arco a, l’equazione (6) ci fa conoscere 
il valore di tang\a, poiché si sa quale deve essere il suo 
segno. Come esempio, supponiamo che si voglia otte- 
nere tang^z sapendo che tang^= 1 . Se vi si pone 
o 4 

A = 1 , l’equazione (6) diviene 

x* 2x — 1 = 0 . 

La radice positiva di questa equazione è il valore di 
tang e perciò 

O 

tang g = — 1 -+- ^2. 



69. La formola che dà l’espressione di tang {a in 
« funzione di sena e di cosa, è molto semplice, e può 
spesso essere utile. Si ha 

( sen\a 2 sen\acos\a 1sen*\a 

ang^a cos ^ a 2 cos*$a 2 sen{a cosja' 



ed applicandovi le formole (1), si ottiene 



(V 



tang {a = 



sen a 
1 + cosa 



1 — cosa 
sena 



Moltiplicando fra loro queste due eguaglianze, si ottiene 



e quindi 

|( 8 ) 



iang*la = 



1 — cos a 
1 -f- cos a 1 



tang\a = -± : 



▼ 1 -h cos a 



(*) È evidente che per colja si avranno le seguenti 
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70. Quando è data tanga, dopo di avere trovato 
tang\a, si può ancora, col metodo del § 68, trovare 

tangf, tang% ec. Ma si può pure cercare direttamente , 

4- O ,**■ 

tmg si giunge con ciò ad una equazione del gra- 

do 2 m , che si può sempre risolvere per mezzo di equa- 
zioni del secondo grado. 

71. Trovare tang^ conoscendo tanga. 

O 

Se nella formola 



tang 3 a — 



3 tang a — tang 3 a 
1 — 3 tang-a ’ 



a 



si pone k in luogo di a, si ottiene 

O 



tang a = 



3 tang ^ — tang 3 ^ 
1 — 3 tang 



a 



ovvero, facendo tanga — A, e tang^ = x 



( 9 ) 

ossia 

( 10 ) 



3x — x s 
1 — 3 **’ 



— 3 Ax % — 3x ■+■ A — 0. 



espressioni: 



co(|a = 



sena 
1 — cosa 



1 -{-cosa 
sen a ’ 



e 



col | a = ± 



V I -+■ cosa 
1 — cosa' 



Digìtìzed by Google 




70 



TRATTATO DI TRIGONOMETRIA. 



Il problema dipende dunque da una equazione di 
terzo grado. Per conoscere ciò che rappresentano le ra- 
dici di questa equazione, indichiamo con a un arco de- 
terminato la cui tangente è A; i valori di a sono dati 
dalla forinola 

a = kn 4* 

e quelli di x da 

fkir aA 
x — tang 4- 



Poniamo k-Sq~\-i, i essendo uno dei numeri 0, 1, 2; 
la formola precedente diviene 

/ irr a\ (in a\ 

x — tang 4- -g 4- g 1 = tang ^g- 4- g^ ; 



e da ciò risulta che x può avere soltanto i tre valori 

a (n a\ /2 tt a\ 

tang g 1 tang ^3 ■+■ 3 J ’ tan 9 ( 73 " t* 3 )’ 



72. Se il valore dato di il è infinito, considerando 
l’equazione (9), la quale non è altro che l’equazione (10) 
posta sotto un’altra forma, si vede che per il = co essa 
si riduce a 

3a:* — 1 = 0, 



1 1 

equazione che ha le due sole radici +^73 e — ^ 73 - 



D’altra parte, siccome in questo caso <* — * e espres- 
sioni delle radici dell’ equazione ( 10 ) si riducono a 

7T . TT 5tT 

tang g , tang ^ tang-jr ; 



e da ciò risulta che per il = co , una delle radici del- 
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l’equazione (10) diviene infinita;, e le altre due si ridu- 
cono a tang ^ e tang i cui valori sono precisamente 

7t 1 — 1 

tang g tang «j = 



\/3 



73. Si possono facilmente determinare due limiti, 
fra i quali è compresa ognuna delle radici dell’ equa- 
zione (10). Supponiamo che si sia scelto per « il più pic- 
colo arco positivo, la cui tangente è A, e supponiamo 

7 r oc 

dapprima ^4>0, e quindi •’ arco g sarà com- 

preso fra 0 e ^ e la sua tangente fra 0 e l’arco 
6 \/3 

y-f-g è compreso fra g e ^ e quindi la sua tangente 

sarà compresa fra \/3 e +co; finalmente l’arco ìp-r-g 

è compreso fra ~ e la sua tangente è perciò nega- 
o b 

\ 

tiva ed ha un valore assoluto compreso fra — - e y/3. 

V 3 

Supponiamo ora .<4<0, ossia e O; l’arco ^ è 

2* o 

7T 7T 1 

compreso fra - e », e la sua tangente fra — e \/3; 

o o y o 

l’ arco ^ + ^ è compreso fra ^ e la sua tangente è 

u O Zt O 

dunque negativa ed ha un valore assoluto compreso 

fra oc e \/3; finalmente l’arco _ è compreso 

o o 

PjTT 

fra -g- e 7r; la sua tangente è negativa ed ha un valore 



assoluto compreso fra 0 e 



V3 



Da ciò risulta che l’equazione (10) ha due radici 
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positive ed una negativa, o due negative ed una positiva; 
e che i valori assoluti delle radici del medesimo segno 



1 

sono P uno minore di — 3 , P altro maggiore di \/3, e 

yó 

per conseguenza l’uno minore, e l’ altro maggiore di 1 . 
Perciò, se è dato l’arco a, si potrà sempre determinare 
quale è quella delle radici dell’ equazione (IO) che rap- 
presenta tang 3 , poiché il segno di questa tangente è già 

O 



noto, e si sa pure se il suo valore assoluto è minore 0 
maggiore di 1 . (’) 

74. Generalmente, se si vuole ottenere tang — , co- 

ni 

noscendo tang a, si comincerà dal formare l’equazione 
che dà tang ma in funzione di tang a, si cambierà a 

in —, e si otterrà l’equazione da cui dipende l’incognita 
m 

che si cerca. Questa equazione è sempre del grado m. 

75. Il problema, che consisterebbe a determinare 

cot — , conoscendo cola, è identico al precedente, poi- 



ché cot — e cot a sono le inverse di tang— e di tango, 
m m J 



(‘) Cosi se A — tang - = ^/3 , l’ equazione (10) diviene 

ó 

x* — 3 \/3 x * — 3x+ .y/3 = 0. 



Siccome a = -, questa equazione ha due radici positive ed 

O 

una negativa. D’altronde, l’incognita x deve essere tang 

± 

perciò la radice positiva minore di — è la sola che con- 

/\/3 

venga al problema. 
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Determinazione dei seni e coseni 
di certi archi. 

76. Si possono, con semplici estrazioni di radici, 
calcolare i seni e i coseni di moltissimi archi, compresi 

fra Oe* Per esempio, partendo dall’ arco col me- 

Jt 2t 

todo dei paragrafi 59 e 61, si ottengono i seni e i coseni 
degli archi 

7T JT 7T 

*’ 8’ 16’ eC< ’ 

e quindi ancora i seni e coseni dei loro multipli. Si ot- 
tengono dunque con semplici estrazioni di radici i seni 
e coseni degli archi compresi nella formola 

m r 
2™’ 

in cui m ed n sono due numeri interi qualunque. 

Similmente essendo noti i seni e i coseni degli ar- 
chi ^ e si potranno calcolare nello stesso modo i 
o 5 

seni e i coseni degli archi 

mr nn 

3 . 2 m1 5.2”’ 

qualunque siano i numeri interi m ed n. Per dare un 
esempio di questi calcoli, troveremo i seni e i coseni dei 

multipli dell’ arco ^ • 

77. Seni e coseni dei multipli dell’ arco — Ab- 

Jì\j 

biamo trovato (§ 46) i valori dei seni e coseni dell’ ar- 

C0 B 0 e questi S0n0 
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8 tt — 1 - t - v / 5 

2Ó : 



sen = cos ^ = 
sen g = cos g = \ V i0 + 2 V^ 5 ' 



20 

2?r 

20 



Conoscendo seng, si otterrà sen^ e cos ^ dalle for 
mole (§ 62), 



2jt 



sen 






cos 



7T 1 / 2ff l.A 2 tt. 

é = 2 V 1 + SOT 2S + 4 V 1 - *“ 20 ’ ■ 

le quali danno 

sera ss = c °s g = 4 V^ 3 + V 5 — 5 V^ 5 — V' 5 1 

g=^V/3H-V 5 + ìV/5 + \/5. 



20 

9n 

l 20 



sen ss = cos ^ ^ 



I valori di sen g e cos g si otterranno dalle for mole (§ 50) 



Ì7T 



2tt 2?r 



sen ^ — 2 sen 2Q cos ^q’ 

4tt s 2tt t 2n. 

20 SCn 20 ’ 

2n 2n . , 

dalle quali si ha, sostituendo per sen ^ e cos^ 1 loro 
valori, 

seng = cosg = J\/ 10 -2\/ 5 » 

6it 4ir 1 + \/5 
■ sew 20 “ C0S 20 = 4 

I valori di seng e cosg si ricaveranno dalle formole 
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3 k 1 . 1 . / . 67r 

Sen 20 — 2 V 1 + sen 20 — 2 V 1 ~ sen 20 1 

3 tT 1 / 67T 1 / 6 tT 

ros 20 = 2 V 1 + 2Ò + 2 V 1 - SOT ‘IO ; 



le quali danno 

37r 7ir 1 — 1 

sen 20 = cos -20 = 4 + A/5 — i V/3 - \/5 , 

77T 3rr 1 — 1 

sen 20 = C0S 20 = 4^ 5 + V 5 + 4 V 73 — V/5- 



Finalmente 



57T 57T -l/S 

s ^ 2Ò = C05 2Ò = -V' 



Riassumendo in un quadro tutte queste formole , avremo 

sera ~ = cos = £ 4/3+V 3 — J v/5 — V$, 

2n 8tt 1 

sen 20 = C0S 20 ~ i ( 1 V^)i 

3?r 7 t r 1 ,-s — 1 

20 = cos 20 = 4 V' 5 ~ 4 V 3 — V'S, 

4ra 67r 1 — — — 

»» 20 = C0S 20 = 4 ^ 10 ~ 2 V^ 5 » 

5 7T Ò7T \/'2 

sera 20 ^ C05 20 ^ _ 2~» ^ 

6tt krt l 

sen % = cos ^= = l( i + V 5), 

7tt 3j r 1 1 

20 == c° s 20 = 4 ■+■ \/® ■+■ 4 V 3 — ‘4/5, 

8tt 2ra 1 — — _ 

scm 20 ~ 20 1=5 4 V 10 ~t~ ^ \/5, 

9rr 7T 1 — _ 1 

sen 20 = C0S 20 ~ 4 V/3 ■+■ 4/5 ~t~ r 4/ 5 — \/5. 
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Per mezzo di queste forinole potremo calcolare i 

7T 

valori dei seni e coseni dei multipli di con qualun- 
que grado di approssimazione. 



ESERCIZI. 



I. Dimostrare le seguenti forinole: 

1°. cos ( a -t- b ) cos (a — b) = cos* a — sen* b, 
an 1 — tanq^a col^a — tangia 

li • COS OL — |— "" ■ — 



1 -+- tang i \a col£a 
2 tang f a 
l-i- lang-^a’ 
cos a -+- cos b seca- 1 - sec b 



tang\a 



3°. seri a — 
4°. 



cos b — cos a seca — sec b ’ 

. (n \ 1 -+- lanq a 

* \4 / 1 —tang a’ 

„ 0 . , , , , senta — b) sen [a ■+■ b) 

6°. tana 5 a — tana 5 b = ^ i- ! , 

* cos* a cos* b ’ 

„ ,, , sen (a — 6) sen la -+- b) 

7°. cot*b — col* a = 1 ’■ 

sen* a sen* b 

8°. lang a = lang -i- la) — lang — j a) , 



II. Data la tangente di un arco e la tangente della metà 
di quest’ arco, calcolare il suo coseno. 

III. Date la tangente e la cotangente della metà di un 
arco, calcolare il seno di quest’arco. 

IV. Si divide in trenta parti uguali la circonferenza di 
raggio 1. Trovare le lunghezze delle rette che congiungono 
uno dei punti di divisione con lutti gli altri. 

V. Dimostrare che se la somma dei tre archi a, b e c è 
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uguale a n, si ha 

1°. lang a -4- lang 6 ■+■ tang c = lang a tang b tang c, 

. a b c a b c 

2°. col - col - - 4 - col - = col - col - col -, 

2 2 2 2 2 2 

.. . . a b c 

3°. sen a -¥■ $en b -h sen c = 4 cos - cos - cos -, 

2 2 2 

4°. sen 2 a se n 2 b -t- sen 2c = 4 sen a sen b sen c, 

5°. cos 2 a -4- cos 26 -t- cos 2c ■+■ 4 cos acosb cos c -t - 1 = 0, 

6°. cos 4 a -+- cos 46 -i- cos 4c -t- 1 = 4 cos 2a cos 26 cos 2c, 

a 6 c . v — a 7r — 

7°. cos - -4- COS - -f- cos - — 4 cos — - — cos — — 

2 2 2 4 4 

„„ a 6 c 
8°. sen--i-scn--i-scn- = 

2 2 2 



6 rr — c 
- cos 



4 

TT- 



, n — a ir — 6 
•4 sen — 7 — sen — - —sen — — , 

4 4 4 



ftfl ab aC n a b c 

9°. sen*- -h sen* - -4- sen*- -i- 2 sen - sen -sen- = i, 

2 2 2 2 2 2 

10°. sen*a -t- sen*6 -+- sen*c — 2 cos a cos 6 cos c = 2, 

li 0 . sen*2a -+- sen* 26 -+- scn*2c -4- 2 cos2a cos2b cos2c = 2. 



VI. Essendo a, b, c tre archi qualunque, dimostrare che 
si ha 

1°. cos(<n-6-4-c)-f- cos(6-t-c — <z)-4-cos(a-i-c — 6) -f-cos(o-4-6 — c) 
= 4 cosa cos b cos c, 

». , a 6 c 

2°. sen a sen 6 -+- sen c — 4 cos - cos - cos - 

2 2 2 



( 3a — 6— c — 7t oo — a — c — r\ 

co , 4 + COS J \ 

3c — a — 6 — ir a-hb-hc — ir / 

-4 -COS H COS y 



36 — a — c — ir > 



— sen 



a-t-64-e — ir 



VII. Trovare due archi tali che i loro seni stiano nel 
rapporto di n: 1, e le loro tangenti nel rapporto di m : 1. 
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LIBRO TERZO. 

COSTRUZIONE DELUR TAVOLE DI FUNZIONI 
CIRCOLARI. 



Proposizioni preliminari. — Divisione della circonferenza.— Costru- 
zione di una Tavola di seni e coseni. — Tavole dei logaritmi 
delle funzioni circolari. — Modo in cui sono disposte le Tavole 
di Callet. — Uso delle Tavole. — Di una applicazione delle Ta- 
vole di funzioni circolari. — Esercizi. 



78. Per servirsi delle funzioni circolari fa d’ uopo 
poter calcolare i valori delle linee trigonometriche di 
un arco dato, e reciprocamente trovare il valore di un 
arco, quando è data una delle sue linee trigonometriche. 

Affine di raggiungere questo scopo è indispensabile 
costruire una Tavola la quale dia immediatamente i va- 
lori delle linee trigonometriche corrispondenti a valori 

successivi dell’ arco, compresi fra *Ve ed assai pros- 

simi 1’ uno all’ altro. Perciò indichere.iiO dapprima con 
quali metodi si possa costruire una simile Tavola; e 
quindi mostreremo come, per mezzo di questa Tavola, 
si possano trovare le linee trigonometriche di qualun- 
que arco dato, e reciprocamente trovare il più piccolo 
arco positivo corrispondente ad una data linea trigono- 
metrica. 

La costruzione di questa Tavola è fondata sopra al- 
cune proposizioni, di molta utilità anche in altre circo- 
stanze, e che noi ora dimostreremo. 
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Proposizioni preliminari. 

79. Teorema I. Ogni arco compreso fra 0 e ^ è 

là 

maggiore del suo seno e minore della sua tangente. 

Sia AM—x (fig. 6) un arco qualunque compreso 

fra OeJ MP sarà il suo seno ed AT la sua tangente. 

Prolunghiamo MP finché incontri in N la circonferen- 
za, e conduciamo la tangente TI; si avrà 

arco AMN> MN, e arco AMI <AT -+- TI. 

Ma Parco x è la metà di MAN o di AMI, senx è la 
metà di MN, e tang x la metà di AT-+- TI; onde si 
avrà pure 

xf>senx e x<^tangx, 

ciò che volevasi dimostrare. 

Osservazione. La differenza x — senx decresce 
al diminuire di x. 

Infatti si abbia un arco Am minore di AM, e il 
cui seno è mp; co ’ciamo mh parallela ad OA ; avre- 
mo Mh<fcorda'Mm , e, a più forte ragione, 

MP — mp < ' arco AM — arco Am , 

ovvero, trasportando, 

arco Am — mp< f arco AM — MP, 

come volevasi dimostrare. 

80. Teorema II. Se l’arco x diminuisce da^-a 0, 

mà 
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il rapporto — — , che è sempre minore di 1 , cresce e si 

avvicina indefinitamente all’ unità. 

1°. Conviene dimostrare che, se x diminuisce da 

fino a 0, il rapporto - n — cresce, o, in altri termini, 

OC 

che si ha 

sen x sen (x -+* h ) 

~~x x~h h ’ 

se x e h sono archi positivi e tali che x-j-h sia minore 

Sviluppando sen{x+h\ questa ineguaglianza prende 
la forma 

(x -+- h) sen x^> x ( cos h sen x ■+• sen h cos a:), 
ovvero, dividendo per cosx, 

(x -h h) tang x^>x ( cos h tang x -+• sen A), 
e trasportando 

x tang a; (1 — cos h)-h h tang x — x sen h^> 0, 



ineguaglianza che divisa per hx diviene 



/I — cosh\ 
tang x ( ^ J 



tang x 



x 



sen h 



Essa è manifestamente vera, poiché 1 — cos h è positi- 

. , tangx senh . . , , . - 

vo, e lo è pure poiché la prima fra- 



zione è maggiore di 1 e l’ altra minore (§ 79). 
2°. Se x diminuisce fino allo zero , si avrà 



■V 



. sen x . A 

lini =1, per ar=0. 

OC 
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S6TI OC 

Infatti , siccome tang x = , si può scrivere (§ 79) 

COS X 



, seti x 
sen JC<a:< , 

> ^ COS X 



o, dividendo per senx, 

1 



* < 1 



sen x cos x 



Il rapporto 



frazione 



x 



sen x 



è dunque compreso fra l’unità e la 



cos x 

dunque che, per # = 0, 



il cui limite è l’ unità per x — 0. Si ha 



x 



lira = 1, 

sen x 1 



e quindi ancora 



, sen x 

lini — 1. 

x 



81. Teorema III. La differenza fra un arco minore 



di ^ e il suo seno è minore del quarto del cubo del- 
2 

V arco. 



Sia x un arco minore di si ha 79) 

Jt 



OC oc 
tang 2 >2 ’ 



ovvero 



a; x x 

SC7ìf ^ COS ^ ^ 



G 
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e, moltiplicando per 2co$ -, 

X 

senx^x cos ^ ^>x — x sen ^ • 



ossia 



Ma si ha 



x — sen x<^x sen 5* 



x x 
sen ^ ^ 1 



^ x . 
sen *<T’ 



e perciò 

*2 

onde, a più forte ragione, sarà 



x° 



x — sen x 



come si voleva dimostrare. 

OC* 

Osservazione. Si hanno così due limiti x e x — - 

fra i quali è compreso il valore di senx ; se ne posson 
facilmente dedurre due limiti fra i quali è compreso coso 
Infatti, si ha 

« 

cosx — 1 — 2 sen r y 



'7* X X X ° • 

e siccome sen ^ è compreso fra - e g — 8 * avra 



cosx^> 1 — 




c 



cos x <d 1 
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ossia 



.. X * x k _ Az’V 
cosx 1 2 " J 1 

e, a più forte ragione, 

OC* oc* 
cos x 1 2"^" 16 " 

X? *JV 

cosx è dunque compreso fra 1 — g- e i — ~ 



x‘ 



„4 

— •(') 
16 W 



Divisione della circonferenza. 









82. Fino ad ora abbiamo rappresentato gli ayjhi 
coi numeri che li misurano; ma, nelle applicazioni della 
teoria delle funzioni circolari, si è trovato più comodo 
di esprimerli indicando quante volte essi contengono 
una certa parte aliquota della circonferenza. Perciò si è 
convenuto di dividere la circonferenza intera in 360 parti 
eguali, alle quali si è dato il nome di gradi, in guisa 
che la semi-circonferenza contiene 180 ed il quadrante 
90 gradi. Ogni grado si suddivide in 60 minuti, ed ogni 
minuto in 60 secondi. I gradi, i minuti e i secondi si 
rappresentano con i segni °, ', Così un arco che con- 
tiene 17 gradi, 4 minuti, 35 secondi e 7 decimi di se- 
condo, sarà espresso da 



17° 4' 35', 7. 

Se si indica con a la lunghezza di un arco, con A' 
il numero di gradi, minuti e secondi che esso contiene, 



(*) Vedasi nelPAppendice (nota A) la dimostrazione di al- 
cuni teoremi, i quali risultano dalle proposizioni precedenti. 



Digitized by Google 




8i TRATTATO DI TRIGONOMETRIA. 

si ha la proporzione 

a_ JV 
n 180 1 

dalla quale si potrà ottenere uno dei numeri a o N, 
quando l’ altro sarà noto. 

Si voglia, per esempio, conoscere il numero di gradi 
contenuto nell’ arco eguale a 1, avremo 

7T 

1 

e siccome il valore di — è , 

7 r 

— = 0, 3183098 . . . , 

7 r 

si otterrà, a meno di un centesimo di secondo, 

N= 57° 17' U",75. (*) 



(*) I dotti francesi i quali sul finire dello scorso secolo 
stabilirono il sistema decimale di pesi e misure, attualmente 
in uso in Francia ed in alcuni altri paesi , vollero estenderlo 
anche alla divisione della circonferenza; quindi il quadrante 
fu da essi diviso in 100 gradi, il grado in 100 minuti, il mi- 
nuto in 100 secondi. I gradi, minuti e secondi di questo si- 
stema s’indicano coi medesimi segni che nel sistema sessa- 
gesimale. Cosi, un arco di 87 gradi 69 minuti 84 secondi si 
scrive 87°, 69’, 84". Se si osserva che i gradi sono centesimi, 
i minuti dieci millesimi, e i secondi millionesimi del qua- 
drante, prendendo il quadrante per unità, questo arco si 
potrà ancora indicare colla frazione decimale 

0,876984; 

onde si vede che in questo sistema la graduazione di un arco 
dà immediatamente il suo rapporto col quadrante. 

Ad onta di questo vantaggio e della facilità che essa 
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Costruzione di tana Tavola di seni 
e coseni. 

83. Come abbiamo già visto, tutti gli archi si pos- 
sono ridurre al primo quadrante, e perciò basta co- 
noscere le linee trigonometriche degli archi compresi 
fra 0° e 90°, ed anzi, siccome due archi complementarii, 
come (45° -j- a) e (45° — a), hanno le medesime linee 
trigonometriche, potremo limitare le Tavole agli archi 



presenta per i calcoli, questa nuova divisione della circon- 
ferenza non è stala generalmente accettata, e la maggior 
parte delle tavole trigonometriche sono costruite secondo il 
sistema sessagesimale. 

D’altronde è cosa facilissima il convertire i gradi sessa- 
gesimali in gradi decimali e reciprocamente. 

Sia, infatti, n un numero di gradi sessagesimali ed n' il 
numero corrispondente di gradi decimali. Avremo 



e quindi 
ossia 



» _ 360 
n' — 400’ 



400 n — 360 n' , 
10 n — 9 n 1 ; 



equazione dalla quale si ricava 



e 



, io 

(i = -n = n + 

y 



n 
9 ’ 



n “ 1Ó « ~ n ' 



n 

10 ' 



Un numero di gradi sessagesimali si converte dunque in nu- 
mero di gradi decimali aggiungendovi la sua nona parte; e un 
numero di gradi decimali si converte in numero di gradi ses- 
sagesimali togliendone la sua decima parte. 
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da 0° a 45°. Inoltre, quando saranno noti i seni e i co- 
seni di tutti gli archi compresi fra 0° e 45°, potremo 
calcolare i valori delle altre quattro linee trigonometri- 
che, per mezzo delle relazioni che abbiamo stabilite (§ 32 ). 

Ciò premesso, proponiamoci di costruire una Ta- 
vola dei seni e coseni di tutti gli archi di 10 in IO se- 
condi da 0° fino a 45° gradi. 

84. Seno e coseno dell’arco di 10 secondi. — Indi- 
chiamo con £ la lunghezza dell’arco di 10 secondi; es- 
sendovi 648000 secondi in una semi-circonferenza, si 
avrà 

£ 10 
tt~ 648000’ 

V 

onde, 

7 r 

£ = 64800* 

Si sa che 

* = 3,14159 26535 89793 23846 . . . , 

per cui 

£== 0,00004 84813 68110.... 

Ora si ha (§ 81) 

sen £ <T £ i e sen £ ^> £ — 

e siccome 

'Ì<|(0.000D5) S , 

ossia 

£ 5 

r <r 0,00000 ooooo 00032, 

4 " 

si avrà 

sen 10"< 0,00004 84813 68110 . . . , - r 

sen 10"> 0,00004 84813 63078. 

-A 
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Questi due limiti di senio" hanno le 12 prime decimali 
comuni, onde si ottiene, a meno di una unità, del tredi- 
cesimo ordine decimale, 

sen 10" = 0,00004 84813 681. 



Per trovare cos 10" o cosi potremmo servirci della 
formolo 

cos £ = \/\ — sen^i; 



ma si giunge più semplicemente al risultato, osser- 
vando (§ 81) che si ha 



£* «* 



COS £ > 1 gj, C0S£<1--^H-^ 



Siccome 



ossia 



sara 



£<0,00005, 

1 



«< 



2 . 10 ° 



« ^ A 
16 ^-256. IO 18 ’ 



e, a più forte ragione, 



16 <200. IO 18 ’ 

ovvero 

• 16^2. IO 18 ' 

11 valore 1 — - di cosi è dunque approssimato a meno 

di una mezza unità del diciottesimo ordine decimale. 
Limitandoci alle tredici prime cifre, si trova 

cos 10" = 0,99999 99988 2V8. 



«- 
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85. Seni e coseni degli archi di IO in 10 secondi , 
da 0 a 45 gradi. — Formole di Tommaso Simpson. 

Vediamo ora come, conoscendo il seno e il coseno 
dell’arco di 10 secondi, si possano calcolare i seni e co- 
seni di tutti gli archi di 10 in 10 secondi da 0 Gno a 45°. 
Si potrebbe perciò fare uso delle formole 

sen (a *+• b) — sen a cos b -f- cos a sen b , 
cos (a -h 6) = cos a cos b — sen a sen b. 



Infatti, essendo noti il seno e il coseno di 10 secondi, si 
avrebbe da queste formole il seno e il coseno di 20", po- 
nendovi a — b = 10"; si avrebbe quindi il seno e il co- 
seno di 30", facendovi a = 20" e 6 = 10", e si continue- 
rebbe in questa guisa Gno a 45°. Ma il metodo seguente , 
dovuto al geometra inglese Tommaso Simpson, conduce 
più semplicemente al risultato. 

Nelle formole (g 44) 

sen (a -+- b) -f- sen (a — b) = 2 sen a cos b, 
cos (a -+- b) -h cos (a — b) = 2 cos a cos b, 

si ponga a = mb ; si ottiene, trasportando, 



( 1 ) 



j sen (m -f- 1) b — 2 cos b sen mb — sen (m — 1) b , 
1 cos (m -+- 1) b = 2 cos b cos mb — cos (m — 1) b. 



Se in queste ultime formole si fa 6=10", e si danno 
successivamente ad m i valori 1, 2, 3 ec., queste for- 
mole danno 

sen 20" = 2 cos 1 0" sen 10", - °- 

cos 20" = 2 cos * 10" — 1 , 
sen 30" = 2 cos 10" sen 20" — sen 10", 
cos 30" = 2 cos 10" cos 20" — cos 10", 
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Si vede dunque che quando si conosceranno i seni 
e i coseni di due multipli consecutivi di 10", le forino- 
le (1) faranno conoscere il seno e il coseno del multiplo 
seguente. Ma si possono ancora abbreviare questi cal- 
coli laboriosi, osservando che il moltiplicatore costante 
2 cos 10" differisce poco da due unità. 

Se si pone 

2 cos 10" = 2 — k , 

si ha 

£ = 0,00000 00023504 ; 



e le formole (1) divengono 



(2) 



[sen(m-t-l)6 — senmb] = [senm6 — sen(m — 1)6] — ksenmb, 
[cos (m-4-l)& — cosm6] = [cosmò — cos(m — 1)6] — kcosmb. 



Queste formole (2) serviranno a calcolare le differenze 

I scn (m -h 1) b — sen mb , 

' I cos (m -+-\ )b — cos mb , 



per mezzo delle differenze precedenti 

' t senmb — scn (m — 1)5, 

' ' ì cos mb — cos (m — 1) b, 

che saranno già state calcolate, al pari di senmb e 
cosmb. Aggiungendo quindi rispettivamente alle diffe- 
renze (3) i valori cogniti di sen mb e di cos mb, si otter- 
ranno quelli di sen (m -+- 1)6 e cos (m 4- 1) 6. 

Le differenze (3) si deducono facilmente dalle diffe- 
renze già calcolate (i); infatti, basta sottrarne rispetti- 
vamente ksenmb e kcosmb, prodotti di cui uno dei 
fattori è costante, e che si faranno assai rapidamente, 
se si sarà avuto cura di formare una tavola dei prodotti 
di k per i nove primi numeri. 

86. Quando, col metodo precedente, si siano cal- 
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colati i seni e coseni degli archi di IO in IO secondi, 
da 0° fino a 30°, si potranno ottenere i seni e i coseni 
degli archi compresi fra 30° e 45°, con semplici sottra- 
zioni. 

Infatti, se nelle forinole 

scn (a 4- b) 4- sera (a — b) — 2 sen a cos b, 
cos (a — b) — cos (a -+- b) = 2 sen a sen b, 

l 

si fa a = 30°, b — a, siccome sera 30° = -, si ottiene 

Jlt 

sen (30° -f- a) •+■ sera (30° — a) = cos a, 
cos (30° — a) — cos (30° -+- a) — sera a ; 

d’onde si ricava 

i sera (30° + «) = cos a — sera (30° — a), 

I cos (30° -f - a.) = cos (30° — «) — sera a. 

Queste formole ci danno il mezzo di calcolare i seni e 
coseni degli archi maggiori di 30°, quando si conoscono 
i seni e i coseni degli archi minori di 30°. 

87. Per quanto faticosi siano i calcoli di cui abbiamo 
sviluppato l’andamento, si concepisce la possibilità di 
calcolare una Tavola di seni e coseni degli archi di 10 
in 10 secondi da 0 fino a 45°. Ma nel corso dei calcoli 
gli errori si potranno accumulare, e i valori calcolati dei 
seni e coseni saranno sempre meno approssimati. Vi è 
però un mezzo semplicissimo per determinare il grado 
di approssimazione che si sarà raggiunto. Infatti, ab- 
biamo dato delle formole (g 77; colle quali si possono 
calcolare, con qualunque grado di approssimazione, i 

seni e coseni dei multipli dell’arco — , cioè di lutti gli 

archi di 9 in 9 gradi, da 0 fino a 90 ; onde confrontando 
i risultati dedotti da queste forinole con quelli ottenuti 
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col metodo del § 85, si vedrà con qual grado di appros- 
simazione questo metodo ci abbia fatto conoscere i seni 
e coseni degli archi di 9 in 9 gradi, e quindi anche i 
seni e coseni degli archi intermedii. 

Tavola dei logaritmi delle funzioni 
circolari. 

88. Nelle applicazioni numeriche i calcoli si ese- 
guiscono sempre per mezzo dei logaritmi: e perciò è 
molto più necessario di conoscere i logaritmi dei seni, 
coseni ec., che di avere i valori di queste linee trigono- 
metriche. Ora, poiché si è già calcolata una tavola dei 
seni e coseni degli archi di 10 in 10 secondi, si potrà 
facilmente formare la Tavola dei loro logaritmi. Ciò fatto, 
si otterrà quella dei logaritmi delle tangenti e delle co- 
tangenti per mezzo delle formole 

log tang x — log sen x — log cosx, 
log cot x — log cos x — log senx. 

Non si suole far uso delle secanti, nè delle cose- 
canti; d’altronde i loro logaritmi sono eguali e di segni 
contrarii ai logaritmi dei seni e coseni. (*) 

Le Tavole di Callet sono forse le migliori tavole di 
logaritmi dei seni, coseni ec., che ora si abbiano; e 
quindi spiegheremo il modo col quale esse sono dis- 
poste e mostreremo come se ne faccia uso per i calcoli. 
Prima però conviene che facciamo una osservazione 
importante. 



(*) Nella nota I si troveranno le formole colle quali si 
possono calcolare, direttamente e con quel grado di appros- 
simazione che si desidera, i logaritmi dei seni c coseni di 
tulli gli archi. 
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